
при любых г£[0, + со), -е£(0, е0] и некоторой Ф£С ( , ' О ) ( [0 , -+'с©) Х ' ( ° . hl> Sc), 

Urn ф(^, е ) = А*(г), ото если существует число т > 0 такое, что { В (s) ВТ (s) ds — 

невырожденная матрица, В (s) = Y"i(s)Q (s), то для любых х0, y0£Rn при 
достаточно малом в0 и всех •'е£(0,"'s0j' существует и £ К, переводящее при 
t —+ + сю точку гх0 в точку еу0- ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В уравнении (23) сделаем замену: у = е К ( ^ ) г , где 
К - 1 (*)•—>"£ при » + оо [3] (с. 41). Тогда это уравнение перейдет в уравне­
ние 

| = = r - i ( ^ ) Q ( ^ M + r - ' ( ^ ( 0 + e r - 1 ( 0 G ( ^ - е Г : ( 0 2 , и. 4 (24) 

Пусть уравнение (6) имеет вид 

% = Y-l(t)Q(t)^(t, *)+Y-l(t)f(t)+*.r-l{t)G(t, sV(t)z, ф(*. в), в). (25) at 

Уравнения (4) и (5) имеют вид dx/dt = 0. Предположим, что x(t:x, у 0 , 
X е , е ) ~ у 0 . Так как j f y : * , у 0 , ф(т, е), е) = Е, ^(f.x,-y0, ф(т, е), е) = 0, то вы-

01 о;. 
полняются все условия теоремы 1 для этого уравнения. Отсюда и из усло­
вий теоремы вытекает, что при достаточно малом е 0 и всех е£(0 , s 0] сущест­
вует решение y(t: \ х0, в) такое, что lim y{t\x, х0, в) = у 0. 

f-~ + oo 

Так как для уравнения (25) выполняются все условия теоремы из рабо­
ты [5} (с. 45), то при достаточно малом s 0 и всех в f(0. гп\ существует не­
прерывное управление и0, переводящее точку х0 в точку х0 за. время Тог­
да управление 

alt s) = / M o ( ' . е). 0 < / < т 

UV> *> 1ф(/, в), - : < / < + 
+ со, 

переводит точку х0 в точку у 0 при t—>+;со. Это же управление при помо­
щи уравнения движения (23) переводит точку вх0 в точку еу0 при t > + оо. 
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ НЕОДНОРОДНЫХ МАРКОВСКИХ ЦЕПЕЙ 
С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ ;, 

1. Введение. Пусть X{t), X{t) — невозмущенная и возмущенная марков­
ские цепи (м. ц.) с матрицами перехода U[t), U(t) соответственно. Если X{t) 
X{t) однородны, a Q, Q —их стационарные распределения, то обычно поня^ 
тие устойчивости означает, что из малости U{\) — U(\) Следует малость 
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Q — Q (или sup (L/(t) — U(t))), см. [ 1 J — [б}; если время t непрерывно, t o пред­
а в _ 

положение малости U(l)—U(\) заменяется на близость матриц интенсивно-
стей Л и Л. 

Для неоднородных м. ц. при таком подходе естественно следующее по­
нятие устойчивости: из малости эир(Л (О — A (0) следует малость sup(U(t)— 
— U{t)), см. J 6 ] ; отметим, что стационарные распределения в этом случае, 
вообще говоря, не существуют, и включать их в определение устойчивости 
нецелесообразно. Отметим, что довольно близкий подход к изучению неод­
нородных м. ц. приведен в [ 7 ] . 

В данной работе рассматривается более общая для неоднородных м. ц. 
ситуация, когда A{t) — Л ( 0 мало не при всех, а лишь при достаточно боль­
ших t. ' ' 

2. Определения. Пусть X(t) — вообще говоря, неоднородная м. ц. с не­
прерывным временем t > О и не более чем счетным пространством состоя­
ний; pn{t)=Vr(X{t) = n), x{t) = zo\{pi{t))\ A(t), U(t,\) — матрицы интен-
сивностей и перехода соответственно. Обозначим через X(t), p„(t), x(t), 
A{t), U(t, т) возмущенную м. ц. и ее с о о т в е т с т в у ю щ и е характеристики. 
Далее всюду предполагается, что A{t), Л (О локально суммируемы на [0, со) 
как оператор-функции на пространстве последовательностей 1\- Пусть s = 
= \х^1^\\х\ — \\- Из классических результатов [ 8 J следует, что U{t, t), 
U(t, t) однозначно определяются при всех t,_* (О < t < t); если x(t)£s, то 
U{t, *)х(ч) = x(t)-£$; если x(t)£s, то U{t, x)x(i) = x(t)£s. 

О п р е д е л е н и е 1. Марковская цепь X(t) равномерно финально устой­
чива, если для любого t0 > 0 при limf Л (О'— Л~(01 — 0 будет limfl U(t, t0) — 
-U(t, f e ) B - o . 

О п р е д е л е н и е 2. Марковская цепь X(t) сильно финально устойчива, 
если для любых tQ>0, х £s при Иш|| Л (О — Л (01 — 0 будет hm\\U(t, t0)x — 
-U\t, tQ)x\\->0. 

В определениях 1, 2 и далее, если явно не оговорено противное, Н есть 
векторная или операторная норма в l v Следуя [ 9 ] , через a i } здесь для удоб­
ства обозначаем интенсивность перехода у'—»/. 

З а м е ч а н и е 1. Из равномерной (сильной) финальной устойчивости 
следует обычная равномерная (сильная) устойчивость соответствующей м. ц-, 
рассмотренная в [ 6 ] . Если же невозмущенная и возмущенные м. ц. однород­
ны, то финальная и обычная устойчивость эквивалентны-

Рассмотрим прямую систему Колмогорова для ^ ( 0 как дифференциаль­
ное уравнение 

dxldt==A(t)x ( 1 ) 

в пространстве последовательностей 
Пусть В — некоторое пространство последовательностей, B c l v 

О п р е д е л е н и е 3. Дифференциальное уравнение (1) имеет отрицатель­
ный генеральный показатель (о. г. п.) в s в пространстве В, если найдутся 
N. а > 0 такие, что при любых t, i ( Р < т < г ) , j<r,(f)£s, Ar 2 (t)£5 справедли­
ва оценка 

I хх (/) - * 2 (01в < Wexp ( - а (* - т ) )л; , (0 - х2 (t) | | в . 

3. Равномерная финальная устойчивость. 
Т е о р е м а 1. Пусть уравнение ( 1 ) имеет о. г. п. в s в пространстве /р 

а возмущенные м. ц. таковы, что при некотором М < оо 

ess sup\\A(t)-A(t)l<M. 

Тогда X(t) равномерно финально устойчива. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Зафиксируем е > 0, положим | |А (0 — Л ( 0 | | = 
= a ( t ) + b ( t ) , где a(t)—>0 при t—>оо, а Ь ( 0 < £ п. в. Можно считать, что 

а ( 0 < М п. в. Положим р 0 = 1 — ^ р,, z = col (/;,, /> 2, . . .), тогда х = ( 11 ] . 
; «=1 ; • , • А . & 1 

Из ( 1 ) получаем 

dz/dt = B(t)z + / ( 0 , (2) 

где / col(</, 0 , <h, *'»<), B==(bt:j)tj=v bi. i = а / , у— а*. о- Пусть, £ [ • / , • & - • 
соответствующие выражения для ^ ( 0 - Тогда имеем | | / — / | < || А — А ||, 
15 — В\\ < 2||А. — Л II- Отметим, что при всех /" > О 

:^(О 1 < ; ^ ( 0 ; < 1 - ' ( 3 ) 

Ее л И' V ( t , х) —эволюционный оператор уравнения (2), то при всех t, х 
(О < х <•*) Цлг, ( 0 - * 2 ( 0 1 < | к , ( 0 - * 2 ( 0 « < W ехр ( - а (* • - х)) • 21| zx (х) - * 8 (х) J , и 
значит, . ' lV( t , x ) | | <2yVexp(— a(t-x)). _ 

Рассмотрим уравнение, соответствующее (2), для м. ц. X (t), записав 
его в виде dzjdt^ В (t)z + f(t) +(B(t) — B(t))z + f(t)—f(t). Положим для 
удобства, не ограничивая общности, ^0 = 0. Тогда при z(0)== z(0) 

z(t)= V(t, 0 ) г ( 0 ) : + J V.(t, x)f(x)dx + f V(t, x)((B(x) -

0 6 

~ f i ( x ) ) ^ ( x ) + ( / ( x ) - / ( x ) ) ) r f x = 

= Z(t) + jV(t, 0 P ( 0 - 5 ( x ) ) ^ ( x ) + ( 7 ( x ) - / ( x ) ) ) f l f x . 
о 

Используя имеющиеся оценки, получаем отсюда 

_ * _ _ 
\г(0 ~ Z(01 < f 2 / V e x p ( - а ( t - х ) ) | | В ( х ) - 5 ( х ) | | | | z ( х ) | | d x + 

о 

+ j 2/Vexp ( ^ а ( * - х ) ) | / ( х ) - / ( х ) | | й ? х < 
6 

• t 
< 6 7Vexp(— at) f e x p ( a x ) ( a ( x ) + b(x))dx. (4) 

6 . 
Будем далее считать t настолько большим, чтобы при и > t/2 было а(и) < s . 
Тогда имеем 

t 7 •••• - « а 
j * ехр ( a t ) а (х) dx = J ехр (ax) а (х) аЧ•'+ J ехр (ax) а (х) dx < 
о о //з 

f/a • / 

< М j" ехр (ах) rfx + е J ехр (ах) гУх < — ехр + — ехр (at), 

t t •' • ' 

j ехр (ах) & (х) i/t < е J ехр (ах) aft < — ехр (at), 
о о 

С учетом (4) получаем 

]\z(t)~z(t)f: <(6Л//я)(2е + Л * е х р ( - а / / 2 ) ) . ( 5 ) 
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Значт, \\x(t)^x(t)l<{\2N/a)\UB +Mbxp(-at/2)); отеюда с учетом произ­
вольности л* (0) — х(0) C s имеем 

|| U(t) - b(t) I < (12Л//а)(2е + М ехр ( - а//2)) — 24*Ve/a Щ 

при t—»oo. Из (6) и вытекает утверждение теоремы. 
З а м е ч а н и е 2. Достаточные условия отрицательности генерального 

показателя уравнения (1) в s в / х и оценки для N, а получены в [10]. 
З а м е ч а н и е 3- При выполнении условий теоремы 1 м. ц. X (t) равно­

мерно квази-эргодична [10], т . е . существует матрица-функция Q(t) = (q(t), 
q(/),...) с одинаковыми столбцами и единичной нормой (предельный режим 
распределения вероятностей состояний) такая, что для любого / 0 > 0 
\и{и ' о ) - У ( 0 1 1 — о при г—со. 

С л е д с т в и е 1. Пусть выполняются условия теоремы 1, а возмущен­
ная м. ц. X(t) такова, что lim||A (t) — А (01! = 0. Тогда lim||U(t) — U(t)\\ = 0-

/ - * со t-^oo 
В частности: 

1) если А (0 Т-периодична, то общий предельный режим Q(t) для X(t), 
X (t) Т-периодичен; 

2) если А постоянна, т. е. X (t)— однородная м.ц.,то X(t), X(t) рав­
номерно эргодичны и имеют общий предельный режим Q (это утверждение 
другим способом доказано в [И]). 

С л е д с т в и е 2. Пусть при выполнении условий теоремы 1 возмущен­
ная м.ц. X (t) такова, что || А (0 — A (t) || < g(t), где g(t)\0 при lyoo. Тогда 
найдется постоянная с такая, что 

\\U(t)-Q(t)l<c max (ехр (-otf/2), g(t/2)). (7) 
Для случая А (О — Л близкая оценка другим путем получена в [11]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2. Прежде всего отметим, что 

I! Ь (t) — Q(t) 1 < 2iVexp(— at), и положим в оценках теоремы a(t) = g(t), b (0 = 0. 
Тогда 

t/з t 
\ z(t) — Z (t) 1 < QN ехр (— at) ( f ехр (ax) g (x) dx + Г ехр (a t ) g (x) dx] < 

< 6yV exp ( - « * > (if- exp ( 1 ) + *Ш ехр (at) ) = 6 f (g (0) exp ( - * { } + g ( / / 2 ) ) , 

и значит, lb(t)~l7(t)\\<(l2N/a.)(g(0)exp(—at/2) + g(t/2)); отсюда и вытека­
ет оценка (7). 

4. Сильная финальная устойчивость процессов рождения и гибели. Про­
цессы рождения и гибели (п. р. г.) часто используются при описании задач 
массового обслуживания и биологии [12]—[14]; различные свойства ц. р. г. 
исследовались во многих работах (см., напр., [15], [16])- Для таких процес­
сов матрица А имеет специальную структуру: с г_ДО = 0 при | i — у ' | > 1 , 

a ; + M ( 0 = M 0 > « ( - , / + i ( 0 = ft+i (0; ^V(0 предполагается также п. р. г. с ин-
тенсивностями Х (.(0. fy(0« Рассмотрим, следуя [16], пространство lw—{z = 
= c o l ( J 0 1 , р2, ...)\\\zi/iD = \\Dz\\/i< со), где матрица D имеет следующий вид: 

/dQ d0 dQ d0 . . -.ч 

I о rf2 rf2 . . . I-

а монотонно неубывающая последовательность {dt} такова, что d0~l, 
sup (di+lldi)^=d< oo. 
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Будем здесь рассматривать только такие возмущенные и невозмущен-
ные п. р. г., для которых существует Л 4 < со такое, что 

ess sup |А (О К М, ess sup || А (О II < М. (8) 

Т е о р е м а 2. Пусть уравнение (1) имеет о. г. п. в s в некотором про^ 
странстве 1Ю и выполнено условие (8). Тогда п. р. г. X(t) сильно финаль­
но устойчив. __ 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем е > 0 и положим || А (/) — A \t)\ = 
= a(t) + b{t), где b(t)<е п. в., a(ty-*0 при*—> со и с ( / ) < Ж п. в. Тогда 
имеем \\B(t) -~B(t)bXD < 2d\\A{t)-A(t)\\ = 2d(a(t) + b(t)), \\f(t) -/Ш1В < 
<j A (t) — A (t)\\ = a(t) + b (t); далее \\z(t) — z (t) || оценивается почти т а к ж е , 
как в доказательстве теоремы 1 . Однако оценка (3) для \z(x)\\ здесь не про­
ходит; поэтому приходится проводить_следующие рассуждения. При доста­
точно малых s уравнение dz/dt = B(t)z + f(t) также имеет о. г. п. в / ш 

в соответствии с результатами [8] и оценками для a(t), b(t). _3начит, для 
эволюционного оператора V(t, х) этого уравнения при некоторых/У, а > 0 спра­
ведливо неравенство \\V (t, т ) ! , < N e x p ( — а(( — х)), 0 < т < * . Тогда, учиты­
вая, что (f(t)|<М п. в., i ( 0 ) = £ ( 0 ) , получаем при £ ( 0 ) £ / ш по норме про­
странства llD 

достаточно рассмотреть лишь начальные условия из 1Ю и получить оценки 
также в норме пространства / ш . Теперь \\z (t) — z(t) | | / ш оценивается аналогич­
но (4). 

С л е д с т в и е - Пусть выполняются условия теоремы 2, а возмущенный 
п. р. г. X(t) таков, что l im|A (t) — А (()\\ = 0. Тогда для любого X^s \U(t)x — 

— U(t)x\—*0 при *—>со, т. е. X(t) и X(t) имеют общий сильный предельный 
режим Q(t). В частности: 

1) если A (t) Т-периодична, mo Q(t) также Т-периодичен; 
2) если А постоянна, mo X(t), X(t) сильно эргодичны с общим предель­

ным режимом Q. 
5 . Примеры. Рассмотрим финальную устойчивость некоторых моделей 

систем обслуживания. При этом в примерах 1 — 3 X(t) есть число требова­
ний в системе в момент t. 

П р и м е р 1. M(t)/M(t)/N/0' Здесь X(t) — u. р. г. с пространством состоя­
ний {0, 1, N] и интенсивностями Х я — 1 (*) = Х(*), pn{t) = n\x(t), \<n<N. 

Положим h(t) = [x(t). При выполнении условия 

уравнение ( 1 ) имеет о. г. п. в s [ 1 7 ] . 
Таким образом, при выполнении условия (9) с h(t)~\x(t) X(t) .финально 

устойчив (т. к- пространство состояний конечно, то сильная и равномерная 
устойчивости эквивалентны)-

\\Z (t) | | < IV (t, 0 ) || I z ( 0 ) || + J ( l V (t, t ) 11 / (1! ) \\dx<N exp {-at) \\ z ( 0 ) fl + 

о 

отсюда следует, что 

( 9 ) 
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В частности, если l(t), \i(t) асимптотически постоянны при /—>оо, т . е . 
l(t) = Х + l(t), ]x(t) = \x + m{t), где \l(t)\ + I т [ t ) \ - + 0 при t-^со, то условие (9) 
выполняется при [ А > 0 ; при этом X (t) эргодичен, а предельный режим можно 
вычислять по известным формулам. 

Если X(i), p ( t ) периодичны с общим периодом Т или асимптотически 
Г-периодичны, то для выполнения условия (9) достаточно, чтобы интеграл 
по периоду от периодической составляющей ;>•(*) был положителен. При 
этом предельный режим Q ( t ) Г-периодичен. 

П р и м е р 2. M(t)lM(t)jN. Здесь X ( t ) ~ п. р г. с интенсивностями Х я_, •(/) = 
= Ч0> + „ ( 0 = [ ) '(0ш1п(л, N ) , я > 1 . . .. 

Пусть для некоторого d > 1 при h(t)=•• N\i.(t)^-dl{t) выполнено усло­
вие (9). Тогда при d n = d n уравнение (1) имеет о. г. п. в s в пространстве 
/ ш [16]. Если, кроме того, 

ess sup (X(i) + > ( / ) ) < со, (10) 

то X ( t ) сильно финально устойчив. 
В частности, если \ ( t ) , p ( t ) асимптотически постоянны, то для выпол­

нения условия (9) достаточно, чтобы было > Х . При выполнении этого 
условия X (t) сильно эргодичен, а предельный режим можно Вычислять по 
известным формулам. 

Если l ( t ) , \x(t) асимптотически Г-периодичны, то для выполнения усло­
вия (9) достаточно, чтобы для периодических составляющих интенсивностей 

г " 
выполнялось условие §(Np(t) — X (t))dt > 0. При этом предельный режим Q (t) 

о 

/"-периодичен. 
П р и м е р 3. Система обслуживания с клиентами, боящимися очере­

ди [18]. Здесь X (t) — п. р. г. с интенсивностями Х„_, (t) = X\t)[n, pn(t) = \i\t), 
п> 1. 

Пусть для некоторого а £ ( 0 , 1) при h (t) = ц ( t ) — аХ,{t) выполняется (9). 
Тогда при rf = ( [ а - 1 ] + 2 ) / ( [ а - 1 ] + 1), dn = dn уравнение (1) имеет о. г. п. в s 
в пространстве IlD. Значит, при выполнении условия (10) X (I) сильно фи­
нально устойчив. Если Х(*), [л(/) асимптотически постоянны, то (9) выполни" 
ется при ( х > 0 и X ( t ) сильно эргодичен; если Х(*), }*(*) асимптотически 
Г-периодичны, то (9) выполняется, если интеграл по периоду от периоди­
ческой составляющей + (0 положителен; при этом Q ( t ) Г-периодичен. 

П р и м е р 4. Замкнутая сеть массового обслуживания [19]. Здесь общее 
число требований в системе фиксировано (/V), каждое требование может на­
ходиться в одном из К узлов (К < со); X (t) есть /(-мерный вектор объемов 
требований в узлах сети. Интенсивность перехода из состояния пг — 
= ( 7 7 1 ! , . . . , тк) в состояние п = (щ,..., п1() есть ^т>п{Ь)\ при этом | т \ = Е/тг (. = 

= | п| == = N; а 1т п^)ф0 только в случае, если найдутся i, j такие, 
что при k=j=U j m k = nk; п{ = tnt + 1, rij =*= nij — 1. 

Пусть для простоты все l m n ( t ) 7'-периодичны- Пусть существуют а > 0 , 
R < c o и вектор п ( | « | = /V) такие, что при любом тфп найдется цепочка 
т = т{1>, / я ( 2 ) , . . . , m(k) = n длины не больше R такая, что для любого i 

т. 

о 

Тогда уравнение (1) имеет о. г. п. в s в /, [10] и, следовательно, X ( t ) рав­
номерно финально устойчив. При этом предельный режим Q { t ) Г-периоди­
чен. 

Отметим,; что при К< со сформулированное условие и необходимо для 
финальной-устойчивости X (*)• - ; 
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