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Широков А.П. 
К ГЕОМЕТРИИ ОРИСФЕР ПРОСТРАНСТВА ЛОБАЧЕВСКОГО 

В статьях [ I], [ 2], [ 3] Н.Н.Переломова рассматривала геомет­
рию касательных расслоений 1-го и 2-го порядков комплексной про­
ективной прямой СР£ в связи с геометрией трехмерного простран­
ства Лобачевского. Существенную роль в этих рассмотрениях играли 
ори сферы. Если £* - локальная проективная координата на СР£ 7 
а ( 2 У, Si2 ) - индуцированные локальные координаты в Т (CS% ), 
то с элементом ( £*, £2 ) целесообразно связать орисферу прост -
ранства Лобачевского Л^ . Если применить модель Пуанкаре прост­
ранства Л3 в евклидовом полупространстве, то указанную орисферу 
можно задать уравнением 

('£>-&£)(Ж-**)*'0*-в\22\=О . (I) 
Здесь <?=<£*-z'^ , ( £ , р , О ) - прямоугольные координаты в 
евклидовом пространстве Е5 , а неравенство & >0 выделяет 
полупространство,, моделирующее пространство Л5 . Точнее говоря, 
элемент ( 3 >£2 ) моделируется не просто орисферой (I), а та­
кой орисферой, на которой задано поле абсолютно параллельных на­
правлений с помощью аргумента комплексного числа S2 . При этом, 
естественно, из касательного расслоения ТССРХ) исключается ну­
левое сечение, т.е. предполагается, что &^ФО . 

Задав комплексные константы р , Q, , Z , положим 
£2= pC££f + 2f.£*+Z : (2) 
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Уравнение (2) задает 2-параметрическое семейство орисфер (I), 
имеющее, помимо абсолютной плоскости 6 -О , еще одну полость 
огибающей. Чтобы выяснить вопрос о характере этой огибающей, за­
пишем предварительно формулы преобразования индуцированных коор­
динат ( Яt , Я2 ) при переходе к новой локальной проективной ко­
ординате £* : 

az^4_ ad-4e • 

Используя (2) и замечая, что 

где A -ad-$c , получим, что в новых локальных координатах 
( &£ > *3:2 ) семейство (2) задается уравнением 

^ = /7 С&*Г+£$£+Ъ , (4) 
где 

/ рс1г-

-pSd 

Р£2-

2y.cd + 

А 
-ь <f.Cad-

А 

гсг 

+ <gc)~ 

- гаг 

zac (5) 
9'-

При этом простой подсчет показывает, что 
р г - у2^рг -у.*. . (6) 

Таким образом, семейству (2) можно поставить в соответствие век­
тор Л ( р , CL , £ ) 3-мерного комплексного евклидова вектор­
ного пространства Rj ( г ) со скалярным квадратом 

Ъг~рг-^* , (7) 
и проективные преобразования прямой СР^ , т.е. движения прост­
ранства Л3 , индуцируют вращения пространства R3 ( i ). 

Из (5) следует, что в случае /72 -<£гФО уравнение семейст­
ва (2) можно за счет преобразования (3) привести к виду 

££^2у.а£ , (8) 
а в случае ръ-а2^0 к виду 

<^=£. (9) 
Семейство (8) состоит из орисфер, имеющих в качестве огибающей 
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эквидистантный цилиндр радиуса г? -^уя/о. , т.е. p - ^ i i / o D ь й , 
где £й-рг-а.2. Семейство (9) состоит из орисфер, имеющих в ка­
честве огибающей тоже орисферу. 

Итак, получается следующее 
Предложение I. Семейство орисфер (I),. задаваемое уравнением 

(2), существенно зависит от дискриминанта £)=р2 -^ полинома 
второй степени в правой части. При oD -О огибающей этого семей­
ства служит орисфера, при | &) \ = / - прямая, а в остальных случа­
ях - эквидистантный цилиндр. 

В частности, согласно (7) при <0=/ мы возвращаемся к прин­
ципу Котельникова-Штуди отображения прямых пространства Л$ на 
точки единичной сферы трехмерного комплексного евклидова прост -
ранства. 

Как известно, продолженное преобразование (3) можно записать 
одной формулой, вводя комплексно-дуальную координату 3.^SL +-<££** 
Тогда для с? = j?**-c5\2̂  в соответствии с (3) возникает формула 

. * - тжт* • ( 1 0> 
Заменяя в формуле (10) константы а , v , с , d дуальными 
числами а+са£ , *6^<5"6Х %с+ес£ , aC*-<SG^, мы получим об­
общения преобразований (3), представляющих движения пространства 

Jlj. Эти более общие преобразования, составляющие 12-параметри-
ческую группу преобразований в многообразии орисфер пространства 

Л5 , записываются формулами: 
а * с<2^дГ ' (П) 

Примечательным фактом является то, что эти преобразования перево­
дят семейство орисфер, описываемое уравнением (2), в. аналогичное 
семейство. Действительно, согласно (II), 

где теперь в отличие от (5) 
pd£-J?y. cd'•*- ъсг+сЫж- dcf 
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f ___________________________________________________________________ 

(12) 
pfi2-2& actf + za2+a^ - ^ . 

* e
 л . 

Таким образом, преобразования (II) снова переводят семейства ори-
сфер (2) в аналогичные семейства, но теперь семейство, имеющее 
огибающей эквидистантный цилиндр, может перейти в семейство, име­
ющее в качестве огибающей эквидистантный цилиндр другого радиуса, 
в частности прямую или орисферу. Эти преобразования можно назвать 
пространственными аналогами "орициклических преобразованийЖагер-
ра" в плоскости Лобачевского. Подобные преобразования в многооб -
разии орициклов плоскости Л? отмечались в статье [ 11 и были под­
робно изучены в дипломной работе М.А.Микенберга. 

Если ( $* , £2 ) - индуцированные локальные координаты в 
Т(€Р£ ) , а ( zfx, ' & 2 ) - соответствующие координаты касатель­
ного вектора к Т(СР¥) в элементе (о?', &2 ), то в предполо-
жении V = — j ^ °° можно поставить вопрос об изменении величины 
V при синектически продолженных голоморфных преобразованиях про­
ективной прямой €Р± & * = / ГьЕ *) в ее касательное расслоение 

ТССЦ) : 
( & = fr*£l> , (13) 

Имеем 
( ^ и. />' ± 

и* =r^ / ' ' + /^V v 
р * I/ , так что ССР. r" 

V * ^ = V + — , £ * + • — , • (14) 

Из (14) следует-, что если в элементе ( gx, £2 ) заданы 2 вектора 
( Г/ , z/ ) и ( г-/ , я^ ), то при преобразованиях (13) сохраня­
ется величина ц;2 £/-* 

W - " V " " ^ " ^T7" • (15) 
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Этот факт может быть интерпретирован в геометрии орисфер прост -
ранства Jl$ . Построим орисферу (I), отвечающую элементу («£*,-
<Я ), &2±0 . Взяв в элементе ( ££><Z£ ) касательный вектор 
( Z/ , V ) и положив V = — 7 7 у рассмотрим 2-струю отображения 
M^CPj t определяющую элемент расслоения Т ССРХ) с инду­
цированными координатами -«^ -г 

Этому элементу по способу статьи [ I} можно поставить в соответст­
вие орторепер в пространстве Л3 с начальной точкой jUv : 

\5L2\ 
в ' 1 - | VV 

Точка My принадлежит характеристическому орициклу орисферы (2), 
отвечающему рассматриваемой 2-струе и получающемуся пересечением 
орисферы с евклидовой плоскостью _ _ _ 

Заметим, что эта же точка получится, если взять элемент расслое -
ния ( <£*, &<2£ , -т> iS2V ). Аналогично можно построить точку 
JU\/ на той же ори сфере. Евклидовы векторы, соединяющие точку 

Л0 ( £ *; О ) с точками jUy и М^ , имеют соответственно 
компоненты -_ 0 

s 22V \ £г\ 
AoMv \ 2(/ ++VV) > / + i W 

Вводя комплексные числа U = V + £A , И = 14^— V̂  , получим ра­
диус-вектор произвольной точки JIL. дуги орицикла My JU*. : 
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Элементарный подсчет показывает, что неевклидова длина дуги 
MyMw равна — | W - V | = -J-| A I . Кроме того, орицикл, про­
ходящий через точки А 0 , ̂ у , Л8^г , имеет в точке А 0 напра­
вление ,. определяемое аргументом комплексного числа ̂ . П / - К J 
Таким образом, комплексное число W -V , инвариантное относи -
тельно преобразований (13), приобретает определенное геометричес­
кое истолкование на орисфере (2).,Этот инвариант напоминает "тан­
генциальное расстояние" в геометрии прямых на евклидовой плоскос­
ти и потому преобразования (13) можно рассматривать как простран­
ственный аналог эквилонгальных преобразований. 

Теперь ясно, что преобразования (II), являющиеся частным ти­
пом "эквилонгальных" преобразований (13), действительно во многом, 
обобщают преобразования Лагерра на плоскости. В итоге имеем 

Предложение 2. Преобразования (II) касательного расслоения 
Т(СР^) индуцируют 12-параметрическую группу ^ ^ -преобразова­
ний в многообразиии орисфер пространства Л3 . При этом семейст­
ва орисфер, огибающими которых служат эквидистантные цилиндры или 
орисферы, переходят в аналогичные семейства. Рассматривая орисфе­
ры , снабженные абсолютно параллельными полями направлений, можно 
для каждой такой "ориентированной" орисферы, принадлежащей двум 
однопараметрическим семействам "ориентированных" орисфер, ввести 
инвариант относительно рассматриваемой группы, аналогичный "каса­
тельному расстоянию" в геометрии Лагерра на плоскости• Поэтому 
группа *&£2 С ЛУ Ж И Т аналогом группы Лагерра в многообразии ори­
сфер пространства Л^ . 
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Юльметов P.P. 
СВЯЗНОСТЬ НЕЙФЕЛЬДА НА ГРАССМАН0В0М МНОГООБРАЗИИ 

БАНАХОВА ТИПА . 
В данной статье обобщается на банахов случай метод Э.Г.Ней-

фельда построения аффинной связности на конечномерном грассмано-
вом многообразии [ 2]. Полученные результаты являются бесконечно­
мерными аналогами результатов Э.Г.Нейфельда. 

§ I. Преобразование оператора связности на расслоениях 
банахова типа 

Рассмотрим расслоение Л = (E,M,39F) в категории многооб­
разий класса Сг , где Е - тотальное пространство, М - ба­
за, St - проекция, F - типовой слой. 

(U,(£,В) - карта на базе М9(и,Ср,F) - карта на расслоении 
X , где cp^CSt, <Z?) : fi'£CU) -»U*F 9 

(V, zi 9C) - карта на типовом слое F . Из этих трех карт полу­
чаем допустимую карту на Е С 3 1 

Если обозначить Q-C<f'Z)'^^ если 
dK-((fs~ fUs*W^) , О , - # ч * С х ) - другая допустимая 

карта на £ , то функция перехода из d в ds : 
Qs - Q~* : (и9tr)е В *С -?#( и) 9$(и9гП) е Вкх cN

 T 

где <f - функция перехода на базе М , я - функция перехода 
на слое расслоения Л . 

Замечание. Так как по определению карты на расслоении (см. 
[3]) Фх- St~*(X)^F - изоморфизм, то на слое St~*Ca) вводится 
структура многообразия и мы можем говорить о карте на .слое $L~*&c*) 
и преобразовании "координат" точек слоя, понимая под этим пере -
ход от одной карты на слое к другой.D 

Если 17 е Cf~*CU * W) , то для "координат" касательного 
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