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ОБ ОДНОМ СЛУЧАЕ ЗАДАЧИ ПОГРУЖЕНИЯ С РАЗРЕШИМЫМ ЯДРОМ 

Пусть к - поле алгебраических чисел, К/k - конечное нор­
мальное расширение с группой Галуа Г , G - расширение конеч­
ной разрешимой группы Я с помощью F . Целью предлагаемой 
статьи является задача погружения ( КД,, G , Л) ; точную ее 
постановку см. [l,2]. 

ТЕОРЕМА. Если порядки групп Л и Г взаимно просты, то в 
качестве решения задачи (K/k,G:, Л ) можно выбрать поле. 

Случай, когда Я - нильпотентная группа, был рассмотрен в 
работах [l,2]. Предлагаемое доказательство использует теоретико-
групповые рассуждения и существование решения для нильпотентной 
группы. 

Пусть Я - конечная разрешимая группа с образующими а1г.., а т ; 
Н = (п^...,'Ис)' - набор натуральных чисел. Рассмотрим 

убывающий ряд подгрупп группы Я 

Я1к=Я,Я1=Я1 (JiijJiJ,..., «flj,+i =\flj, ($L,$!,),..., 
где скобки обозначают коммутант соответствующей группы. Если 
vflc^i i а Л с + 1 = 1 , то будем говорить, что Я - группа 

класса с относительно X. 
Пусть п^ -рц l 1 ' -- p-Lt - разложение числа п,, 

на множители, р - некоторое простое число и СЬ - максимальная 
степень р , входящая в разложение rij, . Для произвольного на­
турального j , не превосходящего с , обозначим через J4j p 
набор чисел (п 1 г . . , flj.ii СЬ,, - - -, 0, с) • •йдя произвольной группы 
можно рассматривать ряд подгрупп, соответствующий Jfj Р . Чле­
ны этого ряда для группы Л будем обозначать через Jlj p i 
Рассмотрим еще один убывающий ряд подгрупп произвольной группы 
Я , определенный для Н и натурального j , не превосходяще­

го С , следующим образом: 

Будем говорить, что группа Я является группой класса с от­
носительно Xj , если Jlj,c Ф\ t a ^ j , o t = 1 

Пусть U - свободная группа с образующими tij g , где 
£=!,..., m ; б пробегает все элементы группы F . U стано­

вится F -операторной группой, если положить 
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Для группы U можно построить ряды подгрупп относительно J\f, 
NjiP и JSTj . Фактор-группы U/U c + 1 , U / U J I P I C + 1 

и U/Ujc+i будем обозначать соответственно через В, Bj,p 
и Bj . Это - конечные группы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . F -операторная группа Я класоа с отно­
сительно с m образующими является операторно-гомоморфным 
образом группы В. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим гомоморфизм f группы U на 
группу Я , положив 

Достаточно показать, что ядро Rc+1 отображения ¥ содержит 
подгруппу Uc+I. Доказательство проведем индукцией по С . Цри 

•С-1 утверждение тривиально. Цусть оно доказано при С = 1 и 
•Ч+i » Ri+г - ядра отображений группы U соответственно 

на группы Я/Яш й Д\лЧ+г . По предположению группа 
Uj.+i содержится в группе RL+1 .. Так как Д н / Я и г 

абелева.группа периода, делящего dj,+l , то 

°l+i ( ° i * i , °L+I) С Ru+г , 

следовательно, 

Напомним определение одной теоретико-групповой конструкции. 
Дусть {Gci.} - семейство групп д для каждого I существует 
гомоморфизм f i группы Gn на фиксированную группу Н . Пря­
мым произведением групп Gc|/ с объединенной фактор-группой Н 
называется подгруппа прямого произведения П G.;, .состоящая 
из всех элементов П Q: со свойством fL Q : - h для всех 

I , где j e u t l l и h € H . _?_ 
ЛЕММА I . Группа Bj изоморфна группе Bj - прямому произ­

ведению групп Bj ; P с объединенной фактор-группой U/Uj. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно рассматривать простые числа р , 

делящие хотя бы одно из чисел nj,-_--, Пс , так как в противном 
случае группа Bj l P изоморфна группе U/щ .Рассмотрим 
отображение Ц> группы Bj в группу ф Bj р , одреде-
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ленное следующим образом: 
H 4 u m o d n U j | P i C + 1 ) = r b mod U J . P . C H . . • 

Проверяется, что У - мономорфизм и его образ содержится в под­
группе Bj • Заметим, что при различных р порядки групп 

Uj p j / ( J ] p c + v взаимно просты. Кроме того, при любом 
р Ч* 'индуцирует эпиморфизм группы Ujj/Uj,c+i на 
группу Ujtptj / Uj p.c+i » следовательно, Ч* отображает 
ГРУ™» Uj ' , / / Uj,c+i на группу IJ UJ,P,J / U J , P , C + I . 

ЛЕММА 2. Ядро естественного гомоморфизма группы Bj+i 
на группу Bj является нильпотентной группой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Искомое ядро содержится в ядре естественного 
отображения группы Bj+i на группу U/Uj+i , которое в си­
лу леммы I является прямым произведением групп Uj-n/Uj+^p.c+i. 

Отметим два утверждения, которые легко проверяются. 
ЛЕММА 3 . Если А - группа класса с относительно К 

( K j ,Kj ,p ) , ю класс ее подгрупп и фактор-групп относи­
тельно М ( - К И - К Ь Р ) н е превосходит с. 

ЛЕММА 4. Пусть 

I -F;—R,-^F 3 —I -
расширение конечных групп и Ft, -• подгруппа группы F£ , при­
чем У F^F*, , тогда если расширение 

i-*F tOF 4— F ^ F a — l 
полупрямое, то исходное расширение также полупрямое. 

ЛЕММА 5. Группа Bj,p обладает свойством максимальности 
среди групп класса С относительно N j , P , точнее, пусть 

U ^ * Х 
Уъ\% г 

>BJ,P 
коммутативный треугольник, где 4^ , Ч'* , Ч^ ~ эпиморфизмы, а 

X - группа класса с относительно K j Р , тогда Ч*г - изо­
морфизм. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по С . При С =1 утвержде­
ние тривиально. Пусть оно верно при с = 1 •• » тогда группыX/Xj,pFui 

и U/Uj p1+1 изоморфны. Из коммутативного треуголь­
ника 



"J,P,t+< * Xj,p,Ui/Xj,p,ua 

следует, что H's - изоморфизм, что доказывает утверждение для 
L + i. _ 

ЛЕММА 6. Цусть В - группа класса с относительно Jsf j + 1 
и_ В является расширением группы С с помощью Bj , тогда 
В - полупрямое расширение. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО проведем индукцией по порядку группы С 
Пусть С 0 - абелева подгруппа группы С > являющаяся нормаль­
ным делителем в группе В . Bj - группа класса с относитель­
но J4"j+1 . Следовательно, по лемме 3 В / С 0 - группа класса 
_С относительно Nj+i . По индукционному предположению группа 
В/Со - полупрямое расширение группы С/Со ° помощью группы 
Bj . Пусть В 0 - полный прообраз подгруппы Bj в группе В 

относительно отображения В на группу В / С 0 . Имеем группо­
вое расширение 

1 — - С 0 — - 6 » 0 — " b j — - I . 

По лемме 3 В 0 - группа класса С относительно Nj+t . Мож-
но__считать, что С 0 - минимальный нормальный делитель группы 
В 0 , так как в противном случае этого можно добиться, как это 

было сделано выше. Пусть С 0 - элементарная абелева р -груп­
па и Е - ядро естественного отображения группы Bj на груп­
пу Bj р . Заметим, что порядок группы Е взаимно прост с р. 
Можно говорить о действии операторов из группы Е на модуль 
С 0 •> Если С 0 - 1 , то, так как H U(E,C 0) =0 , из точ­

ной последовательности Хохшильда - Серра 

0 = Ha(Bj,P)C0
E) — H 2 ( B j , C 0 ) — Нг(Е,С0)=о 

следует, что Н ( B j , C 0 ) = 0 , т . е . В0 - полупрямое расши­
рение. Так как С0 - минимальный нормальный делитель, то остает­
ся случай _С0 = С0 . Тогда_труппа Е - нормальный делитель 
в группе В0 .-Заметим, что В 0 / Е - группа класса с отно­
сительно K j i P . Пусть (6^6} -~ образующие группы Bj р, 
где J = i,...,m; 6 € F , и | 6 j gj - прообразы элементов 

6j б в группе B Q / E •.. Рассмотрим подгруппу Bj p группы' 
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В 0 / Е 1 » порожденную элементами bj g .По лемме 3 B j p 
- группа класса с относительно ,Kj,p • Кроме того, группа 

Bj,p - гомоморфный образ группы Bj Р . Из_леммы 5 следует, 
что группы Bj р и Bj,p изоморфны, т . е . Е>0 /Е1 - полупря­
мое расширение. Из рассмотрения последовательности Хохшильда -
- Серра следует, что гомоморфизм подъема 

Н ^ р . С о ) — Ha(Bj,C0) 

является изоморфизмом, следовательно, и В_0 - полу прямое расши­
рение, так как по лемме 2 [2] расширение В0 соответствует 
подъему класса когомологий, соответствующего расширению В0/Е. 
Из леммы 4 следует, что В - также подупрямое расширение. 

Обозначим полупрямое расширение группы Bj с помощью Г 
через frj . Существует естественный эпиморфизм группы Gj+ 1 
на группу Gj • По лемме 2 ядро D этого отображения являет­
ся нильпотентной группой. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Группа Gj+i - полупрямое расширение груп­
пы D с помощью GCJ . __ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть D - произвольная подгруппа группы 
D , являющаяся нормальным делителем в G J H . Обозначим черег 
С и S соответственно фактор-группы Т)/Ъ в Gj+i/D. 

Достаточно доказать индукцией по порядку группы С . что расши­
рение 

i — С -г* S —-* Gj '• «• 1 

является полупрямым. Пусть С - абелева подгруппа группы С , 
являющаяся нормальным делителем в 5 . Тогда по предположению 
расширение 

1 — С / С — 5 / с — Gj — 1 
является полупрямым. Пусть Gj - подгрулпа в_груше S /c . 
изоморфная Gj , и S - полный прообраз Gj в группе 5 
относительно отображения S . на S / c . Имеем групповое расшире­
ние - - -

i — * С — - 5 -Gj - i . 
Пусть Т - ядро естественного отображения группы 5 на группу 
F . Т -подгруппа группы Bj /D .следовательно, по лемме 

3 Т - группа класса с относительно. Hj+{ • Расширению 5 
соответствует некоторый элемент Q из группы Н (GjjC). 
Заметим, что ограничение q на подгруппу Bj соответствует 
группе Т . По лемме 6 Т - полупрямое расширение группы С 
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с помощью Bj • Так как порядки групп F и (х взаимно просты, 
то Q-0 , т . е . 5 - полупрямое расширение. Из леммы 4 следует, 
что и S - полупрямое расширение. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ. Так как & - полупрямое расширение 
группы Л с помощью F , то можно считать, что Я - F -опера­
торная группа. Пусть S\ имеет класс разрешимости С . Рассмот­
рим убывающий ряд подгрупп группы Я .Ях =Я, Л а = (vfli, Ĵ  1) , . . . , 

*fli.+i-(«fli,,.fli.) >•••) <Ac + i = i • ®cw n'u -показатели 
групп Л i / Я i*i , то Л - группа класса с относительно 

Н - ( n t , . . . , Г\с) . И з предложения I следует, что дос­
таточно решить задачу ( К / к , B-F, F) с соответствующей 
группой В . Действительно, пусть L - решение последней задачи 
и Н - ядро гомоморфизма группа В на Л , тогда подполе L 
является решением исходной задачи. 

Рассмотрим последовательность групп и гомоморфизмов, индуци­
рованных тождественным отображением свободной группы U , 

вс-в—Вс-1—-..•.-* в£ . 
Из леммы I следует, что Bi - нильпотентная группа. Из леммы 2 
следует, что ядра D j + 1 отображений B j + 1 на Bj -
нильпотентные группы. Рассмотрим для каждого j , не превосхо­
дящего с , задачу погружения (K/k,GLj,Bj) и дока­
жем индукцией по j , что она имеет решение. При j =1 задача 
погружения имеет нияьпотентное ядро, поэтому в качестве решения 
можно выбрать поле L\ . Пусть Lj - поле, являющееся решением 
задачи (K/k, GCJ, Bj) ; Рассмотрим задачу погружения 
(Lj/k,(xj+i,Dj+() • Из предложения 2 следует, что последняя зада­

ча является полупрямой с нильпотентным ядром. Следовательно, су­
ществует поле L j + 1 , которое является решением этой задачи. 
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