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ЭЛЕМЕНТЫ СУПЕРГЕОМЕТРИИ 

А. А, Воронов, Ю. И. Мании, И. Б. Пенков 

Эта статья посвящена некоторым вопросам супергеометрии., 
которые еще не вошли в стандартные учебники (см., например, 
[-]> [3]> [I5]) ИЛИ недостаточно подробно там изложены. Неко­
торые из этих вопросов мы излагаем с доказательствами, для 
других ограничиваемся ссылками. Основные темы: двойствен­
ность Серра на супермногообразиях, структурная теория супер-
многообразий и расслоений на них, обратимые пучки, харак­
теристические классы и теорема Гротендика—Римана—Роха 
для супермногообразий. 

Мы глубоко признательны И. A. Скорнякову за разрешение 
изложить его исследование 1| 1-мерных расслоений (добавле­
ние к § 4). Изложение в § 3 также основано на его записях. 
Мы выражаем благодарность A. Ю. Вайитробу за полезные 
замечания. 

§ 1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ 

Используемые обозначения в основном совпадают с обозна­
чениями гл. 3, 4 книги [5]. При этом четность однородного эле­
мента а 72-градуированной абелевой группы Ай@Ах мы будем 
обозначать через a6Z2 (а не через a6Z2, как в |5]). 

В отличие от [5] для модулей М, N над суперкольцом, 
у нас через Horn (M, ./V) обозначена группа четных гомоморфиз­
мов, то есть сохраняющих г2-градуировку, и через Horn (M, N) 
обозначен внутренний Нот, то есть (г2-градуированный) модуль 
всех гомоморфизмов. 

Пусть Х'-=($,(?х) — суперпространство, то есть локально 
окольцованное пространство, такое что структурный пучок <УХ 
является пучком суперкоммутативных колец. Для идеала 
-^:-H-?x)ie(-?*)i в Ох положим g r ^ x : =Жх/ж].-+1, grX: =-= 
- (X,grC^: = ©gr;CM, C? r e d :=gr0^, ЛГге(1: = (Ж, 0!йй), N*x: =-
— gtiOx—ко нормальный пучок естественного . вложения 
ХТеЛ->Х. Мы называем X расщепимьш, если существует изо­
морфизм суперпространств Xr^gr X. 

Мы работаем в одной из трех геометрических категорий: 
1) категория гладких супермногообразий, 2) категория анали­
тических суперпространств, 3) категория суперсхем. В послед-
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них двух случаях нас будут интересовать также суперпростран­
ства с условиями гладкости.локальных колец — аналитические 
и алгебраические супермногообразия. 

§ 2. ДВОЙСТВЕННОСТЬ СЕРРА 

1. Относительный березиниан (дуализирующий пучок). 
Пусть f: Х-+Ж—собственный (на подложках) гладкий мор-
физм комплексных суперпространств или суперсхем конечного 
типа над С относительной размерности M\N. Определим бери-
аиниан Ber/ морфизма f равенством 

Bet/. = Ber Qxjji.ev, 

где Q^xjj[,ev—пучок относительных четных дифференциалов, 
Бег в правой части—простое обобщение понятия березиниаиа 
свободного модуля (супераналога максимальной внешней степе­
ни) на случай локально свободного пучка. 

2. Теоремы двойственности. Естественно предположить, 
что в ситуации пункта 1 Вег̂ . является дуализирующим пучком 
ъ смысле Гротендика. Это значит, что для любого ограничен­
ного комплекса ^-модулей У с когерентными когомологиями, 
рассматриваемого как объект производной категории Dx(Coh) 
•ограниченных комплексов .З^-модулей с когерентными когомоло-

гиями, имеет место канонический изоморфизм в Dj^ (Coh) 

в?:Я/*ЯНотх(Р', Betf[-Mj)ZRHomjg<Rftp-> Ojj, (1) 
где Вег/[]—-М] —комплекс, у которого М-ый член есть пучок 
Ber/, а остальные члены равны нулю. 

По-видимому, это утверждение можно доказать, следуя в 
делом доказательству в обычном случае. Как сообщил нам 
А. Ю. Вайнтроб (см. также его статью [2] в настоящем сбор­
нике), существование дуализирующего комплекса К-, т. е. объ­
екта К' категории D^(Coh), такого, что (1) выполнено, если 
вместо Вег/[{—-М] подставить R, нетрудно доказать даже для 
любого собственного (на подложках) морфизма комплексных 
суперпространств или суперсхем. Единственность К.' проверяет­
ся стандартно. Таким образом, остается только показать, что 
для гладкого f К- ~Вег/[—М]. Тем не менее, на данный момент 
в литературе рассмотрены лишь некоторые специальные слу­
чаи. Первый важный специальный случай — когда Ж — точка, а 
F — когерентный (^—модуль. По поводу этого случая см. [|15], 
где доказано более общее утверждение, касающееся также не­
собственных аналитических супермногообразий. В статье [8] 
настоящего сборника будет использоваться также другой част­
ный случай двойственности, когда ^произвольно, а морфизм 
/ гладок и проективен. 
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Последнее означает, что существует коммутативная диаг­
рамма 

^•: *-----* P..tt(« X. • 
м 

в которой \Р.Д(.1Г)->-^'—проективизация локально свободного 
Ом -модуля $ и у—замкнутое вложение. В такой ситуации ме­
тоды [|13] допускают прямое суперобобщение, что приводит к 
теореме двойственности (см. [6J). Подытожим в следующем 
предложении те факты, которые будут использоваться в наг 
стоящем сборнике. 

3. П р е д л о ж е н и е . Пусть f : Х-+Л — собственный морфизм: 
комплексных, суперпространств или суперсхем конечного типа 
:над С. Тогда . . 

а) дуализирующий комплекс/С" существует; 
б) если .^ —Spec С, / гладок относительной размерности 

M\N (т. е. X — аналитическое или алгебраическое супермного­
образие размерности M|N), и F — когерентный <?—модуль, то 
дуализирующий комплекс из пункта а) совпадает с Вег/[1—М]. 
В частности, имеет место канонический изоморфизм Z2-rpaAya>-
рованных векторных пространств над С 

Ext#~' (Г, Вег^Вегл.) =-=-#'(£)* 

для всех i6Z+. 
в) ЕСЛИ / гладок и проективен и ЗГ—когерентный ^ - м о ­

дуль, то дуализирующий комплекс из а) совпадает с B e r ^ — M ] . 
B частности, например, если ."* и все /?*/*.-•> k6Z+, локально 
свободны, то имеет место канонический изоморфизм С^модулей 

для всех i{in}Z+. • 

§ 3. СТРУКТУРНАЯ ТЕОРИЯ СУПЕРМНОГООБРАЗИЙ 
И ЛОКАЛЬНО СВОБОДНЫХ ^МОДУЛЕЙ 

(КОМПОНЕНТНЫЙ АНАЛИЗ) 

1. Компонентный анализ супермногообразий. Пусть Ж — 
многообразие и Я—локально свободный C-g-мсдута» ранга 0\N, 
N&Z^. Каждой такой паре (Ж, E) поставим в соответствие 
супермногообразие Х°; = $, S'(Е)). Очевидно, X?ed •.= <#, <-?£)* 
Nx'—E и grX°—X0 . Естественно возникает вопрос: сколько 
существует супермногообразий X, таких что grX==X°? По 
существу это вопрос о некоторых некоммутативных когомоло-
гиях, структуру которых мы изучаем ниже. 
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Введем пунктированное множество 
г, • ftv mJX~"супермногообразие и \ / /изоморфизмы! 

с отмеченной точкой (X°, Id). По определению, две пары (X1, Ф1), 
(X2i Фг) изоморфны, если существует изоморфизм r\:Xi-+X2f 
такой что 92ogrT] —ф!. 

Пусть Ж —пучок (унипотентных) групп на Х, ассоциирован­
ный с предпучком 

U ~#{U): =feeAut (Ox,\u) \ gr (g") = id}, 
где Uс Ж—открытое множество. Тогда стандартная конструк­
ция приводит к отождествлению пунктированных множеств 

Заметим, что Z-градуировка на Ох° индуцирует естествен­
ную фильтрацию на 26. Действительно, равенство gr(g)-=id 
для всех U и всех g€Aut (С?х> \и) эквивалентно включению 

(g—id) (Sl(E))cS>l(E): = Ф S"(E) при всех i, 0<i<N. 
Таким образом, определим Ж^аЖ как пучок, ассоциированный 
с предпучком 

1У.-3..*-/ (U): ={g{in}Aut (рх« \и) | fc-Id) (S' (E))cS>l+2/ (E) 
для iez+}._ 

Легко видеть, что Э&=Эв, <30~J = 1 при 2/>>N и 
[Ж21\ Ж21] cz2%2ih+D. 

фильтрация на Ш индуцирует также фильтрацию на пучке ал­
гебр Ли Lie (Ж) пучка групп Ж 

Далее, нетрудно установить изоморфизм пучков Z-градуи-
рованных алгебр Ли 

grLie(50)-^F,., 
где gr Lie(^) — пучок г-градуированных алгебр Ли, ассоции­
рованный с описанной выше фильтрацией на Lie (50), и F n — 
пучок алгебр Ли нильпотентных векторных полей на X0, опре­
деляемый как 

и ,п\ - = fcp-У л , 
]>\ 

Г%': — ДОГхш 1 $'&*№)) - S ^ f {E) для iGZ+}, 
ST,x>—-касательный пучок к Х°. 

Наконец, имеют место два очевидных взаимно обратных изо­
морфизма пучков множеств 

' exp ' 



В частности, Я 0 ( ^ ) - = / / 0 ( ^ = = в Я ° ( З Г ! Д Отсюда следует, 
что для любого / > 1 отображение ограничения 

tP (Ж)-+№№!№') 
сюръективио, и, значит, точны следующие последовательности 
пунктированных множеств: 

(°™точкаНаЯ) - j j ' « {to} Я ' (Ж) {to} Я- 0»/*V), (lh 

( О Т М то Ч чка Н а Я ) -у нх №т) •*•я' №У) {to} H1 {ЖР'У №1П), (2)} 

Последовательности (l)j означают, что множества Hx{3/62i), 
/ > 1 , задают (пунктированную) фильтрацию на ах'—Н1(3%>). 
Последовательности (2)j доставляют характеристические ото-
бражения c2j: Hx{3№y)-*-Hl{ffii/2№№), измеряющие отклоне­
ние членов этой фильтрации друг от друга. 

Эти рассуждения составляют набросок доказательства сле­
дующей теоремы. 

2. Теорема. Существует каноническая пунктированная 
фильтрация на аХо: 

/отмечеии^ ivn ... сгх.-=--а2304з...зсг2г=-^ Т0ЧКа j---=(X°, Id) 

и набор отображений с2/.°'2у-:-Я1(-Г'Л' таких что для любого 
j&i (X, <p)6osv+2 тогда и ТОЛЬКО тогда, когда (X, фШсгг/ 
и с2

;Й-"ИР) — 0. П 
Теорема имеет несколько важных следствий. 
3. Следствие . Супермногообразие X с grX=X0 расще-

ПИМО в том и только в том случае, когда для некоторого (равно­
сильно, для любого) изоморфизма q:grX~>X° с2/(-̂ > Ф)—0 Для 
всех y{in}N. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утвер ждение следствия - переформули­
ровка теоремы 2. • 

4. Следствие , а) Если Я1(^2 /)=-0 для всех /eN, то 
всякое X с grX-=^X° расщепимо. 

б) Если Я 1 (5*®^+ 1 (Я))=0 и HHV.tf ®^(E))=--0 для 
red 

всех /eN, то всякое X с grX----Xa расщепимо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Я1(.Г2„-')=-0 влечет c2/(X. ф)=-0для 

всех Ф и всех ;'{in}N. 
б) Ограничение tit-t-T]]̂  , где riGF?/, определяет точную По-

red 

следователыюсть Охо -модулей 
red 

0{to}E*®52^ l(E)^^ r«^FA'O ®-?2y(E)^0. 
red 



;-- rCT-.-.-|--.-j---...2--J-rc^^ 

Следовательно, обращение всех Я1 (E*®S2/W (E)) и H^F^o ® 
red 

®S2HE)), /6N, в нуль влечет обращение в нуль Н1 [&~2n)i /{in}N, 
и наше утверждение сводится к a). D 

5. Следствие, а) Каждое С°°-гладкое супермногообразие 
расщепимо. 

б) ЕСЛИ У — комплексное аналитическое супермногообразие 
и Yred штейново, то У расщепимо. 

в) Если У—алгебраическое супермногообразие и Угеа аф-
финно, то У расщепимо. 

Доказательство . На С°°-гладком, штейновом или аф­
финном многообразии У-ed все высшие группы когомологий с 
коэффициентами в локально свободных Оу1йА -модулях равны 
нулю. • 

.6. Покажем теперь, что существуют нерасщепимые анали­
тические и алгебраические супермногообразия. Поскольку все 
супермногообразия размерности JVf11 расщепимы по определе­
нию, нерасщепимые супермногообразия нужно искать в размер­
ности M\N, N^2. На самом деле, такое многообразие сущест­
вует уже в размерности 112. Действительно, полагая £ = Хгеа: = 
:-=СР!, E:-ra?red(—2)©n^red(—2), где через CW(6) обозна­
чена —k-я степень тавтологического расслоения на СР1, пря­
мым вычислением можно показать, что для Х0=(Ж, S-{E)), 
рассматриваемого как аналитическое супермногообразие, кано­
ническая фильтрация на ох<> имеет длину 2. В частности, 

_. /отмеченная \ п .„ „ 
ах'Ф-\ точка ) • След°вательно> с2фи и, по следствию 3, 
существует нерасщепимое аналитическое супермногообразие X, 
такое что gr XcaX0. Более того, ясно, что в этом случае все X 
с grX--=.X° автоматически алгебраичны, и условие алгебраи­
ческой расщепимости эквивалентно условию аналитической 
расщепимости. 

Далее, хотелось бы подчеркнуть, что случай нерасщепимого 
аналитического или алгебраического супермногообразия яв­
ляется не патологией, а случаем общего положения. Так, не-
расщепимыми являются суперграссманианы Gr(a| Ь, Smin) с 
a, b{ne}0, афт, Ьфп—см. Tj9]. 

7. Если супермногообразие Х=*(Ш,{Зх) расщепимо, то су­
ществует проекция X{to}Xred. Обратное неверно, однако можно 
дать критерий существования этой проекции, аналогичный тео­
реме 2. 

Сначала заметим, что поскольку всякая проекция X->Xre(i 
проводится через естественную проекцию .X{to}X0:=-= (Ж, ((Зх)0)> 
достаточно рассмотреть вопрос существования проекции X0-> 
{to}Xred. Теперь опять фиксируем $•—X?ed и Ек через Ж0 обо­
значим пучок (уншютентных) групп на Ж, ассоциированный 
с предпучком 
& 



£/.- •#° (U): — ^oGAut ( ^ o | J | gr (ff0) =-id}, 

где X0:~- (36, S: (E)0) и gx (gQ) рассматривается относительно 
стандартной фильтрации <?х0 степенями Ж*.. Пусть оУо: = НЧЯв°). 
п О * 0 
существует каноническое отождествление пунктированных 
множеств 

Н1(Хв)= Uo/M 

Х0-квммутагпавнв* 
локально окольцованное 
пространство с фильтраций 
структурном пучка а 
Ч: цт Лр*л5 - томорршм 

изомвр-
-жзмы 
пар 

с отмеченной точкой (XS, id). 
8. Теорема . Существует 

фильтрация на а 0 каноническая пунктированная 

<yvo=a^a°.Z), ,/отмеченная\ 
. о - " \. точка j~{X°o'iu) 

и набор отображений 
H>(rXteu®SV(E)), 

тогда и только тогда« 
когда (X0, Ф„)б^у и c\j (X0, Фо)==0. П~ 

Таким образом, если gr X0~Xo, то существование проекции 
*-Xr6d эквивалентно обращению в нуль 

таких что для любого /{in}N (X0, Фо)6о!};+2 

X всех классов 
-•§; (Xc %) &ля некоторого (равносильно, для любого) изомор­
физма %:& Х0ц.Хо.. 

9. З а м е ч а н и е . Имеет место канонический морфизм огра­
ничения 

Res : Ж, {to} 5.»°, 

и диаграмма 
Я'(Res) 

сг2Г —УО%1 

4//'(ген,) | 1> , _ 
Я 1 И / ) ~ — H1 <*T.*r.d®S-- (E)), 

°»л 

в которой res;—канонический морфизм ограничения F^{to} 
;~-•F.^oS-MEb коммутативна для любого jeN, 

10. Компонентный анализ локально свободных ^-модулей.. 
Пусть X—произвольное супермногообразие, #' —локально сво­
бодный (?х -модуль. Естествен вопрос: при каких условиях Ш? 



можно продолжить до локально свободного Су-модуля Щ с 
•-^геа*—'8IJrxS=^'7 Если такое продолжение существует, то 
как описать все неизоморфные продолжения? Ответ на оба воп­
роса дается супераналогом известной теоремы Гриффитса [11] 
об инфииитезимальных продолжениях векторных расслоений на 
многообразиях. 

Предположим, что X фиксировано, через Х{1): =- (35, О^: — 
= 0xIJrl+1} обозначим i-ую «инфинитезимальную окрестность» 
подмногообразия XTei в X. Х{1) не является супермногообра-
зием (для 1ф0, .N, JV+1, где M| Л/"=dimX), но если X алге-
браично (комплексно-аналитично), то Х{1)—суперсхема (аналити­
ческое суперпространство). Пусть <??—локально свободный (?red-
модуль и &и) — такой локально свободный Й(;)-модуль, что 

• • » ( 0 / - ^ . х » ( ' — « " . 
11. Теорема, а) Существует единственный класс когомо-

логий 
c(&(i))bH4(End$' ® ̂ +1/Ж#-2)0), 

'-''red 

такой что локально свободный" <?,('+1)-модуль #('+1> с 
^ ( ' + I ) / ( ^ 1 / ^ ' x f 2 ) ^ < ' + 1 ) - ^ U ) существует тогда и только тогда, 
когда c${i))=0. 

б) Если с(8{1))=0, то группа Hl((End$> ® Ж^11Ж1^\) 
действует транзитивно на множестве классов изоморфизма ло­
кально свободных <?(Ж•'-модулей # ( Ж ) с %{'+1)l(Jrjfll-Jrx~2)X 
:X# ( '+ 1 — #-<0. Если существует продолжение #<'"Н) модуля g ( i ), 
такое что естественное отображение ограничения 
H°(Epdi$(i+l)))^H0(End(&(l))) сюръективно, то действие 
Hl{(End %'®Ух11JVlit\) эффективно. 

Доказательство практически то же, что и в случае обычных 
инфинитезимальных продолжений векторных расслоений—см. 
£15, гл. 2, § 6], или оригинальную статью Гриффитса [11]. • 

12. Следствие, а) Для заданного локально свободного 
•С? ге<1-МОдуЛЯ <Е' ЛОКалЬНо СВОбОдНЫЙ Сх-МОдуЛЬ Щ С .-fred = # ' 
существует тогда и только тогда, когда существует последова­
тельность #(0, = £', g° .....г*""-- продолжений 8',- такая что 
с (ёи))=0 при 0 < i < N - - 1 . В частности, Щ существует, если 
H4Er td^®-^ .v /^ + 1 ) -0 для всех A6Z+. 

б) Если Hl\End8'®J\rk
xlУ£1)=Ъ для всех keZ+ и локально 

свободный сТх-модуль $ с ^/JfxS=S' существует, то & един­
ствен с точностью до изоморфизма. • ' 

13. Следствие. Если X— О-гладкое, комплексное ана­
литическое со щтейиовым Xred или алгебраическое с аффии-
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ным Xj^, то всякий локально, свободный •Cred-модуль $' одно­
значно (с точностью до изоморфизма) продолжается до локаль­
но свободного О—модуля <S. Более того, существует изомор­
физм fS^g'^Q (yXj Где структура (?геа-модУля На Сх задана 

red 
с помощью любой проекции IV{to}XTed. •• 

14. Любой локально свободный (?геа-модУль S" продолжим 
До локально свободного .Сх-модуля <S и при более слабых 
предположениях относительно X: достаточно потребовать су­
ществование проекции p:X{to}Xre(i—тогда £-р*(<Г'). Важно 
при этом отметить, что даже из расщепимости супермногообра­
зия X не следует, что всякий локально свободный С*х-модуль 8 
изоморфен p*(<^red), где-р : X{to}Xrea — естественная проекция. 
В самом деле, достаточно взять такое расщепимое Х, что пучок 
C'red обладает нетривиальным расширением с помощью OW 
модуля S*{NX*) -—gr2-?x. Добавив к этому расширению guOx, 
t-7~0, 2, в качестве прямых слагаемых, мы получим С?—модуль 

<£* такой, что ^телсаОтеА. Но Шскб^р* (Яый), поскольку 
dirnr (X ,g' )<dimr(X,(? ) . 

Ввиду того, что не существует «послойного» функтора gr, 
рассмотрения настоящего параграфа не имеют прямого обоб­
щения на относительный случай. 

15. З а м е ч а н и е . Ясно, что пространство супермногообра-
зин X с фиксированной подложкой является подпространством 
пространства версальных деформаций супермногообразия grX. 
Таким образом, некоммутативные когомологии п. 1 дают не­
который подход к теории деформаций. С другой стороны, тео­
рия деформаций является в каком-то смысле обобщением 
структурной теории супермногообразий. Эти же замечания от­
носятся и к структурной теории когерентных пучков на супер-
многообразии. ПО поводу общей теории деформаций на супер­
многообразии мы отсылаем читателя к статье А. Ю. Вайнтроба 
•[•2] в настоящем сборнике. 

16. 3 ам е ч а н и е. Структурная теория супермногообразий и 
расслоений на них многократно переоткрывалась и переписы­
валась. Мы назовем две работы, в которых описывается пре­
пятствие к продолжению расщепления (или расслоения) с од­
ной инфинитезимальной окрестности подложки на следующую: 
В. П. Паламодов [7] и Ю. И. Манин [(5, гл. 4, § 2], и две ра­
боты, в которых излагается подход, близкий к нашему: Молот­
ков [|14] и Ротштейн [18]. 

§ 4. ОБРАТИМЫЕ ПУЧКИ 

1. Пучки ранга 1|0 и 011. Для алгебраического супермного­
образия X аналогом- группы Пикара можно считать группу 
[PicoX] локально свободных пучков ранга 110, группу ![|PicX] 
локально свободных пучков ранга 110 или 011 (обе относитель­
но тензорного умножения) и, наконец, множество [Pie1- X] ло-
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д р д в д а с ^ % - ^ . д . т г . ^ ^ us .f-ffipff^ ^^^л.-^--",^^ 

кально свободных пучков ранга 1 | 1 с П-симметрией. Очевидно,. 
естественное вложение |Pic0X]<-- ['Pic X] достраивается до ко­
роткой точной последовательности 

1{to}[Pic0X]->[PicX]{to}Z2{to}0> , 
которая канонически расщепляется гомоморфизмом Z#->-
->-[PicX], 0.{to}{?x, 1--+П-7-~. В этом смысле рассмотрение группы. 
[PicX] неинтересно, за исключением тех случаев, когда она 
появляется естественно. 

Группа [PicoX] вполне аналогична классической, но устрое­
на менеее тривиально в привычных для нас случаях (проектив­
ные суперпространства, суперпространства флагов, SUSY— 
кривые и т. д. — см. ['81, [9], [16]), множество [Pie" X] яв­
ляется новым инвариантом супермногообразия (см. [4, стр. 3111) -

Начнем с изучения четных (соответственно, нечетных) об­
ратимых пучков на суперпространстве X, которые, по опреде­
лению, суть локально свободные .^х-модули ранга 1|0 (соот­
ветственно, 0|1). Ясно, что множество всех обратимых пучкод 
на фиксированном X имеет естественную структуру строго ком­
мутативной категории Пикара или категорией абелевой группы; 
(по поводу формализма категорий Пикара см., например,. 
[10]) с операцией тензорного умножения. Заметим, что чет­
ность обратимого пучка определяет канонический функтор из-
этой категории в категорию Z2 (рассматриваемую как группо--
ид из двух объектов). Обозначим через PicoX ядро этого функ­
тора, (то есть категорию Пикара всех четных обратимых пуч­
ков на X), тогда TjPiCoX]— группа классов изоморфизма объ­
ектов PicoX. Как и в обычном случае, имеет место изоморфизм-
групп , 

[Pic0X]~tf-(tf-y, 
где (^—подпучок обратимых сечений 0,х, рассматриваемый какг: 
пучок мультипликативных групп. 

Теперь определим относительный функтор Пикара. Рассмат­
ривая стандартным образом категорию Ssch л суперсхем (кате­
горию San^ аналитических суперпространств) над Ж, где Ж..— 
соответственно, суперсхема (аналитическое суперпространетво) ',.. 
зададим для фиксированного У-^Ж&ОЪ (Sschj^) (соответственно.,. 
Ob (Saxiji)) функтор 

Pic0 {YIJC) iSsch^ (San^) {to} Ab 
равенством 

Pic0 {YIJC) (ZIM): = [Pic0 (YXZ)]lp; [Pic0 Z\, 

где ДЬ—категория абелевых групп, --.Z{to}jf—объект соответ­
ствующей категории и p2:YXZ-^-Z—-естественная проекция». 

Л 
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В частности, мы определим группу Пикара для Y над JL-. 
полагая 

[Pico (Y/Ж)}: — Р!с0 (У/Ж) (Ж/Д). 

Отметим, что важный вопрос представимости функтора Р1сэ 
нетривиален даже в-абсолютном случае (т. е. когда Ж— точ­
ка) и требует дальнейшего изучения. 

2. Пучки ранга 1|1 с П-симметрией. Пусть X — суперпро-
странство. Определим iPic-X как категорию, объектами кото­
рой являются пары (S,-p), оде 5 — локально свободный 
0х-модулъ ранга " 1 [1, р : 5 * 5 — П-симметрия на 5 (т. е. не­
четный морфизм с условием р2=—*ds), а морфизмами — эле­
менты группы Нот (5Ь S2), задающие изоморфизм ^-моду­
лей и коммутирующие с П-симметрией. Определен естествен­
ный вполне унивалентный функтор 

1a:Piic0X{to}PicnX, 

но, в отличие от Pic0 X, Pic nX не имеет естественной структу­
ры категории Пикара. В этом случае [iPicnX) является пункти­
рованным множеством классов изоморфизма объектов катего­
рии PicnX (с базисной точкой 0х®Ш)х)- Стандартная кон­
струкция позволяет отождествить пунктированные множества 

а- : ,[Ис-- X] z Я1 ( uAat(0x@0x)), 

где nAut 10х®0х) — пучок групп локальных автоморфизмов 
объекта 0х®ШУх категории Pic nX. Как пучок групп, 
nAut(0x®TL0x) канонически изоморфен мультипликативной. 
группе 0х* обратимых сечений 0Х. Таким образом, имеется 
изоморфизм пунктированных множеств 

a s :[Pia-.X]*#i((?.r*) . 
Более того, легко устанавливается коммутативность диаграм­
мы 

• [РНРХ\%НУ(СГх) 
[«it !я ,№) 
[Р1сьЛГ].3-Я-(0Э. 

где [о.]—вложение, индуцированное а, и р —вложение О*о
с~0*Хш 

Более подробному изучению взаимоотношений Pic0X, 
Pie п X и множества пучков ранга 111 посвящено добавление 
•к этому параграфу. 
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ДОБАВЛЕНИЕ К $ 4. ОБЩИЕ СВОЙСТВА 1|1-ПУЧКОВ 

0. Основные объекты. Пусть X—комплексное супермного­
образие. Кроме введенных для него в § 4 группы [Pie- X] и 
пунктированного множества [Picn X], при изучении 1|'1-пучков 
( т. е. локально свободных С—модулей ранга 1 | 1) нам потре­
буются пунктированные множества 

F1|1X: = {классы изоморфизма 111 -пучков}, 
[классы изоморфизма 1|1-пучков, снабженных \ 

5.Р1|^:=-=]тривиализацией t:B&rS^0x, z. четна, L 
1если rkBerS-=1|0, и нечетна, если rkBerS — 011J 

В этом добавлении мы обозначим через PicoX группу [Pic0X] 
и через PicnX пунктированное множество [PicnX]. 

1. Два эндоморфизма F'^X, Для каждого SQF1]1X рас­
смотрим два относительных суперпространства флагов относи­
тельной размерности 011; X+:-=Fb- (1 |0; S)~>X и Х_: = 
=. Fix (0 11; S){to}X. ПОЛОЖИМ и* (S): = (п+)*(?х+ и иг (S): = 
— (я_) *-?.-:_• Ясно, что й±--эндоморфизмы пунктированного 
множества FM1X, «± iJIS) =и* (S). 

Лемма. Имеют место следующие две канонические точные 
последовательности: 

0{to} Ох •* «-= (S) {to} (Ber 5)••--- {to}0. 
Доказательство состоит в непосредственном вычислении ко­

циклов Чеха для ^ (S) по коциклу, определяющему 5. • 
2. Когомологическая интерпретация. Пусть G — комплек­

сная групповая суперсхема. Определим пучок групп Ох на X' 
как пучок, ассоциированный с предпучком 

U{to}G(r(U,<?z)), 

UcY— открытое подмножество. 
Определим также следующие «групповые схемы: для произ­

вольной комплексной алгебры A • 
Om° (A): =-• -До по умножению, 
Om(A):-=A* по умножению, 
Од11 (A):=Ai по сложению. 

Предложение . Имеют место, канонические изоморфизмы 
групп 

Pic0X=я'рг.аЩ 
и пунктированных множеств 

Pic I IX=#1(X,G,.^), 
14 



F 1 | 1 X = H 4 ^ G L ( 1 | 1 W , 
S F ^ X - t f M X . S L a i l ) * ) . 

Доказательство стандартное. D 
Далее в ЭТОМ добавлении мы будем для простоты писать 

Я- (О) вместо Я1 (X.Gx). 
Следующий «ласе можно считать, в каком-то смысле, чисто 

нечетным аналогам класса Чжэня 111-пучка с П-симметрией. 
Определение . Для морфизма групповых суперсхем 

c:Qm-+Qa\ заданного формулой 
.•?(a-+a-):==ai/a-, 

зададим соответствующий морфизм пунктированных множеств 

Pic'-X.SH1 (Qm) {to} Я 1 (Q°J) - Я 1 (О,). 
Отметим, что морфизмы a±:FlllX~^FM1X, 

определенные в п. 1, индуцированы идемпотентными эндоморфизмами GL(1|1): 
•j, (a b\ „ /ВегЯ b/d\ 

tt":(c d J ^ j ^ ^ U / a (ВегЯ)-1)-
Отсюда следует, что (й--)2—^*. . 

Заметим, что если Н = \с ^jeSL (1 | 1) (А), то b/a=bfd, 
c/a=cld, а эндоморфизмы W ÎSLOU. МОЖНО рассматривать как 
гомоморфизмы . ' • . ' • 

M±:SL(1|1)-*G°iI, 

^'-[с drcld-
Определим гомоморфизм 

«:SL(1|1){to}G°11 

формулой 
я:=-и+—-W. 

Тогда легко увидеть, что точна следующая последователь­
ность 

' i^Gm4.SL(1|I){to}Q^0, (-) 
где •a fo+*t f : ' - (2 j ^У 

15 



3. Композиция элементов PicnX. Пусть (S, p), (S'. р')~~ 
два 111-пучка с П-симметрией. Продолжим р и £ До пары 
суперкоммутирующих симметрии р: = p®-d и р': =16.®р' 
на S&S'. 

Т е о р е м а . Во введенных обозначениях 
а) S®S'^(S®S%@(S®S')_, где (S®5')+-1 |1-пучки, являю­

щиеся собственными подпространствами эндоморфизма р°р' 
с собственными значениями +i, 

б) В er (S®S')± тривиальны и 
»" ((S®S%.)=c (S')-iM'c (S)6H1 (<?i)> •«. «'6{+. — }• 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) следует из того, что р°р' сеть 
четный эндоморфизм с квадратом—id?---.-'. 

б) доказывается прямым вычислением коциклов Чеха. D 
4. Возможность введения П-симметрии на 111-пучках. Ис­

пользуя теорему 3, мы можем поставить в соответствие паре 
1'|1-пучков с П-симметрией пару 1|1-пучков, на которых мож­
но ввести П-симметрию при некоторых когомологических огра­
ничениях— см. следствие 4 ниже. 

Поскольку П-симметрия определяет тривиализацию берези-
ниана (см. предложение 2 и формулу (Ш, необходимым усло­
вием существования П-симметрии на 1|1-пучке S является 
тривиальность его березиниана: Ber S z НО. 

Свобода в выборе тривиализации измеряется группой Н°{01), 
так как орбиты действия последней на H^SL (1 | l)). суть слои 
отображения Hl(SL(111))-*-//1 (GL(111)), индуцированного ко-

Вег 
роткой точной последовательностью 1 {to} SL (111) {to} QL (111) {to} 
{to}GIi°-JHl. 

Препятствием к введению на 111-пучке 5 П-симметрии, ин­
дуцирующей заданную тривиализацию березиниана, ввиду 
ТОЧНОЙ последовательности 

.tf-(G^-*H»(SL(l|l))-ltf-(G2-). 
<см. (1)) является класс a(S)eH1(Qf). 

С другой стороны, легко видеть, что имеет место формула 

где aQH°((fo), jj-б//1 (SL(1 | 1)), а умножение справа —естествен­
ное умножение H*{0l)®Hl (C )̂{to}Я1 (.21). Тем самым, доказано 

У т в е р ж д е н и е . Пусть S--1 [1-пучок, такой что BerS-— 
<=*\Х0, На S можно ввести П-симметрию тогда и только тогда, 
когда существует a£Ha{0l), такой что a-а* (S)==u"(S). • 
16 



Следствие . В условиях теоремы 3 1|1-пучки (S®S')± 
могут быть снабжены П-симметрией тогда и только тогда, когда 
существует авН°(0*о), такой что («2+1) с (S)----(a2— l)c(S'). Q 

5. Препятствия к разложению .1 | 1-расслоения с П-сим­
метрией в прямую сумму двух расслоений, изоморфных отно­
сительно П. Пунктированное множество таких препятствий 
есть образ морфизма с в точной последовательности некомму­
тативных когомологий 

с 
PlcoX*+PldaX-+H1(0i), (2) 

индуцированной точной последовательностью 

1->Gii°^Gm{to}G°|1{to}0 
(см. п. 2.) Группа G1-J? центральна в Ow, поэтому точную 
последовательность (2) можно продолжить еще на один член 
вправо ([12, следствие предложения 3.4.2]) 

Р1с0 X{to}PicnX4-Я1 ((?•) Д.№ {О®• 
При этом интересующее нас множество Im с совпадает с Кег д. 
Кег д мы вычислим явно. 

У т в е р ж д е н и е . Следующая диаграмма коммутативна: 

Hht>i) 

Менее формально, Кег d={a&Hl{0i) |exp (ot-2) = 1}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {U.} — достаточно тонкое по-

крытие X и набор .̂|GC 0̂U.(("fUj) задает 1-коцикл Чеха. Явно 
вычислим кограничный м орфизм : 

д ({<Ptj}) ={l — Ф/Йф/ ь + Ф;*Ф(; — Ф«фу} = 
= {еХр ( - фуАф^ + фуАф,- — ф^ф •;)}. 

Понятно, что набор —VjhVik-bfjhVij—VikVijGOoiUiUWjnU^ 
задает 2-коцикл Чеха, являющийся произведением {ф//}и{ф^}. П 

Заметим, что в случае алгебраического X 
Ker {№ (0./-2Я- (CtyJ-Im (Я2 (Хш, 1) {to}H2 (0О)) == 

•—{Группа препятствий к реализации сингулярных 2-циклов 
на Xred дивизорами Картье}. 

Таким образом, препятствия 'к разложению 111-пучков с 
П-симметрией в прямую сумму двух П-изоморфных локально 
свободных лучков суть квадратные корни из препятствий, ука­
занных выше. 
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6. Препятствия, к разложению произвольного 1|1-расело-
ения в прямую сумму двух расслоений, изоморфных относи­
тельно П. Как и в п. 5, •пунктированное множество таких пре­
пятствии есть Кегд—ГтЯ в когомологической последователь­
ности 

Pic0X{to}ElilX{to}Hi(G)^-(G^), ' (3) 
индуцированной точной последовательностью 

1-̂ G1
7i°_>GL(1|l){to}G{to}l, 

где G----(Oa|1©Qa|1)><|G1i0—полупрямое произведение относитель­
но действия G),1.0 на GaUeG°|1, заданного формулой 

а{Ь,Ь'):= (ab, arW), обОЦ0, b, Z>'eG°", 

Для описания Ker д нам понадобится еще одна точная по­
следовательность некоммутативных когомологий: 

H° (OJ10) ->//- (0°'-ф02-)Л//- (G) {to}Pic0X, (4) 
индуцированная естественной точной тройкой 

0{to}G°,1eG°J]{to}G{to}G1f{to}l. 
Через 1|) мы обозначим сквозное отображение 

скомбинированное из (3) и (4). Таким образом, Кегдгэ 
=эц (Кег -|>).-Кег Ч>//./° (С?*). 

Утверждение . Следующая диаграмма коммутативна: 

е.гр 

н-(0*;. 
Менее, формально, Kerij)—{(а, р)еЯ1(С?

1);еЯ1(<?1) |exp(cxip)—= 

Доказательство аналогично доказательству утвержде­
ния 5. П ' 

7. Частный случай-. H°(0)=G, РщХ=ЛЧ<?а*)={П, По­
ложим Г - п — Л - ^ ) , №-:—Я2(#0), L :=#- (Z) . В • силу сде­
ланных предположений и п. 5 L..* IF2 и I—{группа препятствий 
к реализации 2-циклов на Xred дивизорами Картье). По 
утверждению 5, 

Pic".X=.A{flel^1|o3-—}, 
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по утверждению 6, 
FwX={(a, b)bWl®Wl\abbL}/C* 

(действие С* на Wl®Wl имеет вид «(шь ИУ2) — (ш.>>1,а_1ДО2)).. 
Из п. 4 образ P ic n X при вложении PicnX ^SFmX<^FmX, 
где а определено в и. 2, a {J — естественное вложение, равен 

Pie --X={(a, b) eVPmW1 [ ИабС* : •а-а-б, аЬЩ. 
8. З а м е ч а н и е . Разобранный частный случай включает в 

себя все однородные суперпространства G/P, где G — комплек­
сная алгебраическая супергруппа типа Q(n), n ^ 3 , а Р — па­
раболическая подгруппа — см, [8]. 

§ 5. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ 
И ТЕОРЕМА РИМАНА- РОХА 

1. Группы Гротендика. В этом параграфе 1мы рассматри­
ваем алгебраические или аналитические супермногообразия X 
с условием на Xreci. естественный гомоморфизм К^Хш)-* 
->-/<. (Xred) групп Гротендика локально свободных .3,

геа-моду-
лей К (Хтай) и когерентных .̂ гей-модулей /(. (Xrea) является 
изоморфизмом (например, Xreti — иеособое алгебраическое мно­
гообразие). 

Возможно, стоит напомнить определения групп Гротендика 
в нашем контексте. 

О п р е д е л е н и е . К'АХ) (соответственно, 1С. (X))—-фактор­
группа свободной абелевой группы, порожденной всеми когерент­
ными локально свободными (соответственно, просто когерентными) 
^-модулями, по подгруппе, порожденной всеми выражениями вида 
Щ — '&' — Щ", где 0~>'£'~y<S-+$"->• 0—-короткая точная последо­
вательность локально свободных (соответственно, когерентных) 
О^А'-модулей. 

Класс с^л'-модуля Ш в подходящей группе Гротендика мы 
будем обозначать ck(#), с1?(§) или просто d(g), если это' 
не вызовет недоразумений. • • 

2. Замечание . Конечно, под С^-модулями мы подразуме­
ваем ггградуироваииые С^т-модули, и 22-градуировка расщепля­
ет каждую из груш Ks(X!ad), ^(Xrod) и KS.(X) на два изо­
морфных прямых слагаемых. Имеем KUXrc(i) = K's(XIeli)—. 
*~К-(Хгей)®т-(Хш). •' 

3. Замечание . Относительно операции <;®» А*(А) является 
коммутативным (не1 в суперсмысле) кольцом с единицей 
1=-=ci;(^) и элементом Unci's Шх)> №==L 

4. Определение . Для собственного морфизма /:X{to}F 
определим гомоморфизм групп /Т:/С? (X) {to} ./С? (П форйулой 
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/?(с1.Я:-=2(-1) 'с1(Я'/*П 

где .""—произвольный когерентный Ох—-модуль. 
- 5. Предложение (см. [19]). Гомоморфизм i^:К[(Xred)->-
{to}A"*(X), где i:Xrei-{to}X — естественное вложение, является 
изоморфизмом. 

Доказательство . Легко проверить, что обратным к i\ 
является гомоморфизм /:cl(.f).->-cl(dr^'). • 
'. Это предложение говорит о том, что группа К*(Х) не отра­
жает наличие суперструктуры на X. Группа же K's (X) слишком 
велика и трудно вычислима, как показывает пример проектного 
суперпространства (см. пример ниже). Этими недостатками 
в меньшей степени обладает группа KS (X), которую мы сейчас 
определим. 

6. Определение . Пусть j:K't(Хш) {to} K's(Xrtu) — гомо­
морфизм cl ( « V cl (gr S), где gr % : = ®oДгЖ'#/.Г-+1#, Jf— 
идеал (Ох)х®{Ох)\. Тогда, до определению, KS (X):=Im J с 
(ZK'S(XICU). Класс локально свободного О^-модуля & в KS(X) 
мы будем обозначать j (cl Щ или просто cl (#). 

7. Пусть ЛГ*:==с1(Л^):.--=с1(Ж/Л^)~класс конормального 
л 

лучка вложения XIai->-X, ах(/*/*):--= 2 c l (H'S'(Л^)), если 
1-0 

гкЛ^.---0|/г. Тогда tf1(JV!,!).-=c1(gr Ох) и имеет место. 
• Предложение, a) KS^ca^N^-K'^X^). 

б) Если существует проекция p:X-+Xttit то 
KS(X)=adN*yK-s{Xtti). 

Доказательство , а) Для любого локально свободного 
tfx-модуля 8 j (с1 ё)=el (gr Щ=с1 (#red) el (gr Ox)=cl (*red)a,0«V'). 

б)Для каждого локально свободного (7ге(1-модуля '£ с1(#)Х 
Xd(N*)6--CS(X), так как с1(#) • 9x(N*) - cl(£)d(gr 0X)*** 
= d [$®gt0x\°=° j (d{p* %)), и ^-модуль p*<§f, локально свобо-

\ OttA } 
ден. П 

8. Пример. Пусть X=-CP"-i«. Тогда Ks(X)^Ks(Xtei) е. 
~К(X,ed)-Z [*]/(1 --- 0"+- © я(Z fl/(1 _ ty**).' Кольцо* К; (X), 
насколько нам известно, не вычислено, но группа [Р1с-АГ], кото­
рая, как обычно, естественно вкладывается в мультипликатив­
ную группу обратимых элементов K'S(X), при «г=1 довольно 
велика: [PicX]---Z2©Z©S'̂ (C-i<-)0 (см. [8]). X расщепимо (см. 
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[5, гл. 4, §3 , п. 5]), значит, KS (X)==Oi{N*)-Kl{Xttu), причем 
т 

cr1(iV*) = (1 + r1)", Г-=-=20-О'-
(—О 

9. Группа KS(X) обладает такими привычными свойства­
ми группы Д, как существование операций умножения и об­
ратного образа. 

Пр едл ожение . а) Формула 
clCirfTO *cl(«S.r-2) : 

Для локально свободных C-Vмодулей <0>\, &ъ корректно задает 
структуру кольца KS(X) с единицей l = d(Ox)=ol(N*). 

б) Для любых xi,x26iC5(X) 
x l * x 2 — x r x 2 / f f l ( N * ) , 

б) Положим 
М*) :'---(fnd).(«) 

где умножение в правой части есть умножение в кольце 
-^HX-ed) • 

в) Формула 
Л (d(£)):-=cl (/*(£)) 

для произвольного морфизма супермногообразий /:X{to}K и ло" 
кально свободного C-V-модуля t корректно задает гомоморфизм 
колец fl:KS(Y)-+KS(X) 

г) Для любого у 6 KS (Y) 

TAG fTed-обычНЫЙ обраТНЫЙ Образ ДЛЯ МОрфИЗМа /red- . -Xrea-* -

- ^ r e d . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть хг= cl(#i), я2-==с1(#2). Тогда 
cl (#, ® #2) -== d; (gr («", ® £2)) - d; (ffi, „d ® »-, «d ® grtfx) — 

Ox °X "red -^red 

«=c1;(gr^i).d;(grg2)/cl;(gr<-?.v)--=xi.A:2/(Ji(7V*). Отсюда следу­
ют 6) и а). Аналогично доказываются г) и в). • 

10. О п р е д е л е н и е . Для собственного морфизма f:X-+Y 
определим гомоморфизм групп fs{.K's(X^u)->K's{Yteu) формулой 

11. З а м е ч а н и е . При отождествлении К* (X) с K's{X -Cd) 
и K\(Y) с K's(Yteu) определение 4 равносильно определению 10. 

12. П р е д л о ж е н и е (формула проекции). Для собственного 
морфизма f:X-*Y и x6K's(Xtetx), yGK's(Yteu) 

Доказательство—-простое вычисление- П 
13. Характеристические классы. Сначала опишем множест-
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-во значений характеристических классов. Образуем из y-фильт-
рации E-oE - ib . . . кольца ^(Xred) (см. [4]) фильтрацию{Ej}=--
— {Fl®nF1}® Q кольца K's (Xred) ® Q> которую также назовем 
•^-фильтрацией. 

14. Определение . Определим GKS(X) как Z-градуиро-
ванное кольцо, ассоциированное с y-фильтрацией кольца 
•^(Xred)®Q. 

15. Определение, а) Положим 
/*(</)—/Г:ЛУ) 

для произвольного морфизма супермногообразий /:X{to}K и лю­
бого у б QKS(Y). 

б) Положим 
/*(•*) = (/red) .«(Я) 

для морфизма f: X{to}Y; проективного на подложках, и любо-
то xeG/(s(X). 

Легко проверить, что f* — гомоморфизм колец, /. — гомо­
морфизм групп со сдвигом Z-градуировки и имеет место фор­
мула 'проекции 

, 16. Определение. Пусть §" — локально свободный ^-мо­
дуль, %ш=#0®.?- и (П): - (П)*: ----П.-*-, Тогда 

а) i-ым классом Чжэня назовем класс с;(^Г): — 
= (Д)сг(£0~Щ?.) = (11) у'(clg'o-cin^ — rk^o + r k n ^ m o d E ^ 1 , 
где y--стандартная операция в K'(Xted) (см. [4]), сй ($): = (П); 

б) многочленом Чжэня назовем многочлен 
00 

ct (Ш): = (П) ct (ffo-JI&t) = - 2 '-*'<*) -5 
. , • • • • . < - = - • • 

в) экспоненциальным характером Чжэня назовем класс 
• . .. гЫРо сШс?1 . 

ch (<Г): = ch (%n) - ttch (П.»!) = ^ вв'(*о) - п _ е~Пв'(1Ч 

.где яг («?„) и aL^x) находятся из соотношений ct(&0) = 

. — П (1 + aL (ё0) t) и с, "(»jj = П (И+аг $i) if), определенных 
i - i • ..-.-i • • 

в силу принципа расщепления (см. [4]) для Xred., 
,;•-. Классы сг(<?) и ch($) являются элементами GAT- (X), класс 
•с, (^—элементом мультипликативной группы 1 \-tQKs (X) {[*]]. 

17. Формула для <:i (#) мотивирована следующей' леммой. 
Лемма. Пусть Ш—локально свободный ^-модуль, &се:Л = 

----g"0e#i. Тогда с1Шегй')-(П) = (П)-..1(с1§'0-с1П^1-гк^0 + 
.+ tkП.Г1) == (П) у (d » 0 +d П«J-г.к;»0-гк П^) modE2!, . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно соответствующему утверж­
дению из четной геометрии, cl (det."--) — 1 — у1 (cl &0—rk Ю mod F2 

и cMdetJ-n»!)) —l = {cdot}v1(c1(-n»1) + rk.n»i)mod.F-. В то же 
время, cl (Вег 8) - (П)=с1 (Вег eJ

rsd)—(П) =-- (П) cl (detff0det(—ЩГ.1))--
- (П) s (П) (cl (det %0) + cl (det ( - 1.ВД - 2) mod E2, откуда следует 
первое сравнение. Второе получается аналогично, если заметить, 
что cl (В ег 8) = (П) cl (det ff0. det Ilg*). П 

18. Замечание . Эта лемма дает еще один способ опреде­
ления характеристических классов: Ci (-ЗГ): — (П) Ci ((̂ о + Щ*) и по 
той же схеме — многочлена Чжэняи экспоненциального характера. 
Нетрудно установить (используя эту же лемму), что все указан­
ные классы будут совпадать со старыми. 

19. Замечание . Наше определение ch$ с точностью до П 
совпадает с определением Квиллена [17]: если К—форма кри­
визны связности на Щ (то есть связности на $0©II$i), то c h $ = 
= streW-"mod(1—n). 

20. Непосредственно из определений и из соответствующих 
утверждений классической геометрии вытекает 

П р е д л о ж е н и е . Пусть <В, Ш\, с?2— локально свободные 
^--модули, 9? — локально свободный ^--модуль ранга 110 или 
011. Тогда их характеристические классы обладают следующи­
ми свойствами: ' 

а) сЫ = 1, с11П=-П; 
(ИЗ?—1, если,гк.37 — 1|0, 

б) с-^ г)- я(п_с1-2 ' , если гк2> = 0|1; 
в) c1(_*)-=-c1(S'), 

(?1(П^)--—с1(й)Пг,^--1-гШ^, 
ch(D.8)«=-.—ПсЬ(Я); 

г) для любого морфизма супермногообразий fiX-*Y 

д) если 0{to}g'l->g{to}̂ '2{to}0 точна, то cl{%')=ct(&1)-cii($.$± 
в частности с1(^)-=с1(#1)(П(#-+с1(&2)(П)а',> (П)3'--='с^'— 
=-с0^1).с0(^) — (П)3'«.(П)^) сг($*)=-С1(&) и, кроме того, 
ch»!---ch»1+ch»2; 

е) ch (&х ® а*.-) = ch ei. ch <gr2; 
Ж) ch:,/CS(X)®Q{to}G/<,.(X) — вложение суперколец, если 

Fi==0 для достаточно больших d--B частности, если Хгей про-
ективно и неособо. П 

21. Замечание. Если продолжить характер ch с KS (X) 
на K's(XItu)®Q. по формуле 

ch <JC): ==ch (x-op1 (A/*))==ch (ii (x)), 
где xeiC;(Xred)®Q, то ch:/^;(Xre(i)®Q->G-^-W в 'пред-
положениях предложения 20ж) будет изоморфизмом 
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суперколец относительно (коммутативного) умножения 
в /ri(Xred)®Q: jca*x2:— JCi.x2.«-'r1 (jV*) (CP. c предложением 9). 

22. О п р е д е л е н и е , Определим класс Тодда 
td:KS(X)-+GKt(X), 

потребовав выполнения следующих условий: 

а) td(/) = ( 2 ( - - ) ' i 7 r ) ' JC--!i<--?>' *---•<--(-). rk.S'-llO; 
б) td(/){cdot}—сй'1г1(2'*)--1 + е--', х = сг(&), /-=c1(2), rk^--= 

=- 011, ofi (.S7*): = 1 +cl (OS5*); 
в) td°f[= /*otd для любого морфизма /:X->Y; 
г) td (xi+x2)—t|dxrt:dx2. 
(Существование и единственность проверяются стандарт­

ным образом.) 
23. З а м е ч а н и е . Класс Тодда, очевидно, выбран так, что­

бы имела место теорема Гротендика—Римаиа—Роха для вло­
жения i: Xred->-X: 

ch Щх) = i* (ch x-td (— N)) 
для всех x&K;(Xtti)®Q.. 

24. З а м е ч а н и е . Непосредственно из определения видно,. 
что для локально свободного ^-модуля Щ td (cl .$)--= td(i^ (elf))— 
= td<cl;<.*red)). 

Класс td .x продолжается . на Arj'(Xfed)®Q по формуле 
tdJc:=td(x.o-M-N*)), 

где xeK's(Xted)®Q. • 
25. Теорема Гротендика — Римаиа — Роха. 
Теорема . Пусть / : X -> Y— гладкий морфизм неособых 

алгебраических супермногообразий, пусть также морфизм / r e d 
и многообразия Х1ей и Yred проективны. Тогда для любого 
•X€/̂ Ti(X,.ed)®Q-, в том числе для xQKS (X), имеет место равен­
ство элементов QKS (X) 

eh (/Т (л)) = / * (eh (л) -td (U 
где 2Tj\ =c1Fi—cl/*(Fy)—виртуальный касательный пу­
чок морфизма f. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прямая проверка с использованием, 
определений и результатов настоящего параграфа показывает,. 
что равенство (1) сводится к теореме Гротендика—Римана—-
Роха для морфизма freij. D 
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