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МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ 
БОЛЬЦМАНА ДЛЯ РЕАГИРУЮЩИХ ГАЗОВ Г 

ВОРОНИНА В. А. 

(Москва) 

Предложен метод, позволяющий с любой заданной степенью точности 
приблизить решение системы уравнений Больцмана для смеси реаги­
рующих газов решением системы стохастических дифференциальных 
уравнений Ито. 

1. Рассматривается задача о релаксации пространственно-однородной смеси х и ­
мически реагирующих газов. Предположим, что в системе возможны только бимоле ­
кулярные реакции Аа+А^Л^А&. Тогда в рамках одночастичного описания система 
уравнений Больцмана записывается в виде [1] 

3 

/ a ( V a , O b = 0 = - / a ° ( V a ) , 0 6 = 1 , 2 , . . . , * , 

Здесь суммирование ведется по всем индексам от 1 до s, где s - максимально возмож­
ное число компонентов в смеси, и предполагается, что частица сорта а есть частица 
определенного химического состава с фиксированной внутренней энергией е а , уро­
вень отсчета которой вводится с учетом теплоты образования компонента. Внутрен­
ние степени свободы не учитываются. 

Метод приближения уравнения Больцмана стохастическими дифференциальными 
уравнениями был предложен в [2] , [3] , причем в [2] рассматривался достаточно про­
извольный закон взаимодействия. В данной статье решение уравнения Больцмана для 
реагирующих газов строится на основе подхода работы [2 ] . 

2. Введем следующие обозначения: R3 - евклидово пространство, S2 — единичная 
сфера в R3, Cb(R3) - множество непрерывных, ограниченных функций на R3, М- мно­
жество всех мер Радона на R3 с топологией слабой сходимости, £ ( [ 0 , Т],М) - прост­
ранство непрерывных на [0, Т] функций со значениями в М, <ф, р,)=$ф(я)ц.(Жг). 

Пусть 

ИфИоо = s u p |ф(«)| э x&Rz

r ПфИыр = s u p |ф(*)-ф ;(у) | [я-И-ЧИфИоо, 
* Х,у 

М и С([0, являются банаховыми пространствами относительно норм 

= s u p | . t y , | i > | , | |ф||ыр<1, | | | | = s u p ||м, * е [ 0 , Г ] 
<р * 

соответственно. 
В М рассмотрим также норму , 

о 
Hjllloo = SUp | (ф, Ц.) | , |[ф||оо<1. 

ф 

Введем следующие функции: 

^ a i ( * , у, I) : R » X R » X ^ - H ? » , i|>ei(*, у, I) =2Majma~4 (£, у-х), 
г |) Тб а р(*, у, I) : R3XR3XS2-»R3, 



( ™5 {Щ (У ~ *) + ™ р [(Му8 \ х - у р + 2вЦ) МГ$'%\, гЦ > О, 

< К ~ ^ (M Y 6 M-i )V 2 ] (у _ *) +• т^ ( - 2 8 ^ M - i ) V 2 g } , е У б р < о , 

^ < К ~ * 0 ( M Y 6 M ^ ) 1 / 2 ] (У - i ) + ( ^ Y 6 M ^ ) 4 (Б, Уг-*)), 

•Здесь ^ a p = 7 7 z a w p m a 3 - 1 , raap=ma-f-mp, . е а э т в = в т + е . в - е » - е р , Б ^ 2 , (-,.) - с к а л я р н о е 
произведение в R 3. , 

3. Пусть функции ua j ( s ,y , 6 ) , йуб а^(я, Б) : R3XR3X1S'2->IR+

1 являются непрерыв­
ными, ограниченными и удовлетворяют условиям 

haj{x,y, 6)=?ftia(y,..ar, Б), Лтвар(ж,.у, Б ) = Л в х Р а ( у ) а ; , - 6 ) . 

Д л я каждого ф(а:) ^Сь(№) положим 

(О. aaj (h Iф) ( я , у) = j & a i (ж,-у, | ) {ф[х + a|)a j (ж, у, £ ) ] - ф ( ж ) } d a ( Б ) , 

где da (Б) - мера Хаара на S2. 
На R 3 X [ l , 2 , . . . , s] рассмотрим набор функций 

ф а ( ^ Т ) = ф ( ^ ) б а Т , ф ( * > е А ( Е 3 ) , а = 1 , 2 , . . . , 5 , -
и положим 

(2) С Т б i P (Л | фа) */) = j й Т б J P (*, У, Б) [фа + ^ T 6 J P У, Б) , /> - ф а Т > 

О п р е д е л е н и е 1. Множество мер {p-a f }a=i» е С ( [ 0 , Г ] , М ) , называется 
обобщенным решением системы уравнений Больцмана для смеси реагирующих газов, 
-если для каждого ф (я) ^C&(R 3) выполняется соотношение 

<3) <ф, И.д*Мф, [ A a 0 ^ ^ | V<<flai(fe^) >M>a TW e^J T 'C^)>>^ + 
i О 

.+ ^ | « с т в ^ ( Л | ф а ) , | х т * ( ^ ) ® ^ ( ^ ) » й т , a = l , 2 , . . , , s . 

О п р е д е л е н и е 2. Множество начальных мер {(Xa°}a=i Удовлетворяет у с л о ­
в и ю Л, если все ц. а ° неотрицательны, имеют компактный носитель и задаются плот­
ностями относительно меры Лебега {/ а

0} удовлетворяющими условию Липшица. 
Рассмотрим систему уравнений (3), в которой каждое ядро а а , - ( й | ф ) и с т в*(Мфа) 

заменим, соответственно, на ядра baj(q>) и ^ Т б # ( ф а ) вида 

(4а) baS(<p)(x\y) = ^ | > а ; Ь { ф [ ^ + ф а ; ( ^ 1 / , Б ) ^ Ч ^ ^ Б ) ] - ф ( ^ ) } ^ а ( Б ) , 
ь 

(46) <* т ЛЯ(ф а)(а;, у ) = 2jJ ^ б { ф а [ * + ^ Р Б)е Тб (*,#, Б ) , / ] -
й • • : 

-Фа(«,у)}йа(Б). 

Здесь e a j

A(:K, I/, Б), в ^ ' ^ (ж, у, Б) - набор функций К 3 ХК 3 Х5 2 -*К 4

? удовлетворяющих 
следующим условиям: 

е а Д e T f ' f t e C ° ° ( R 3 X R 3 X 5 2 ) , 0 < е а * < 1 , 0 < е £ ' * < 1 , 

*азк(х, У, Б) = e Y 6 , ] C (ж» ^' Б) = 0 в н е некоторого шара x2 + y2<R2, 
ip.fc pj.ft 

«ai f t («,у, Б)=^ аЧ*л*, Б), е т б (ж,у,Б)=евт ( г / , - Б ) , 

^ а ; л > 0 , Л т в М > 0 , а, Рл, б , / = 1 , 2 , . . . , 5 . 
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V a ' - V a < l l M ^ 

Пусть { V a 0 } ^ ^ удовлетворяют условию А . Тогда легко показать, что решение 
системы (3) с ядрами (4) существует; и единственно, причем все меры v a * неотрица­
тельны, <1, v a'><°°, (х2, v 'o i 'X 0 0 . 

Для доказательства единственности заметим, что функции i f a j , ty^® удовлетво­
ряют условию Липшица. Поэтому справедливы следующие соотношения: 

\baj(^)(xuy)-baj((p)(x2ly)\<const\xi- | 

I &aj(<P) (*> yi) ~&aj(cp) (а?, z/2) I < const I yi-y2\ ИфИыр, 

|<*ТА*(фа) ( « 1 , ' У ) - ^ Т в * ( ф а ) ( * 2 , У) | <COnst | Xi~X2| IMIbJp,. 
Итб : ? Р (фа)(^,г /1)-^ Р (фа)(^1 /2) |<СОП81 |г/ 1 -г/2 |11ф11ь1р. . ; - . 

Следовательно, если { ^ } а = 1 : и {v a '} a=i. — Д в а решения системы (3), то 

t 

: COnst U v « * - V a T l u ) d T ] |Va 0 -Va°i | j l f , 

0 a a 

откуда на основании неравенства Гронуолла подучим 

(5) IIVe'-v a ' l lM< c o n s t | | v a

0 -v a ° l lM, a = l , 2 , . . . , s. 
a 

Л е м м а 1. Пусть { ja a

f }a= i и {v a '}aLi — решения системы (3) с ядрами, соответ­

ственно, (1), (2) и (4), {u. a

0} aLi={v a°};a=i удовлетворяют условию А, Тогда для любо­

го е > 0 можно выбрать функции е а Д и множители haj

A, h°fy* так, что будет 

выполнено 111 u . a ' - v a ' 111 < е , а = 1 , 2 , . . . , s. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим 

Я а ' = <1, U. a *>, Й = ^j^a* = ^ ^ a ° , ^ = П1ГП { % } . 

a a 
Найдем Л из условия 

а 

( яг а<я 2, и.а

0>+й8*1|(/дЛ2)"1<8, е* = max { е а } . 

а = 1 

Из закона сохранения энергии следует 

(х2, ^ а О Л - 2 < е , a = l , 2 , . . . , s . 
Пусть 

a a j = i n f u a j ( s , у, Б), & a j = s u p haj{x, у, 
a T 6 i P = i n f Л т а# (а?, у, | ) , & 7 a iP=sup Л т 5 ^(яг, у, 1). 

Каждый отрезок [aaj, & a i ] , [ a T 6

i P , &T5iP] разобьем, соответственно, на l a j и Z T 5

i P час­

тей точками Ъа^ъЩ* так, чтобы т а х ( Ц + 1 -haj

k) < е , m a x ( u T f * + - E T f '* j < е. 

Пусть 

G«j*= (*, 2/, S : E a j f c < f c a j ( * . */, Б) <ha3

+i) (](\x\<R, \y\<R, l^S2), 

G*'H= ( * , у , i :4М < V p ( * , У, I) <h$M) [}(\*\<R,'\'v\<R,l ^S2). 

Строго внутри каждого GAJ

K и найдем замкнутые множества # a i

f t и £$> , ] с так , 
чтобы 

m e s [ ( И < Я , | у | < Д , g е ^ 2 ) \ [ J gaf] < б ( е ) , а , / = 1 , 2 , . . . , *, 

1 mes[ ( | х | < Д , | у | < Д , | e S 2 ) \ [ J ̂  ] < б ( е ) , /, р, Т , 6 = 1 , 2 , . . . , в. 
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Пусть функции eajh(x, */, £ ) , е$> , К ( я , г/, | ) удовлетворяют условиям 

JP.fc jp.ft 

. / 1 , JP.ft f 1, l ) e g T 6 , 
e a j = i е т б = 1 jp . f t 

в а Г ( ^ У , 6 ) = в ; - а

Л ( у , ж , 6 ) ; е т 6 ( ж , у , 6 ) = е в т (* / ,* , -£)- . * 

Положим 

h a j h = ( h a 3 h
 + h a j )/2, Лт« =(/г Т б +/г т б )/2. 

«Оценим | | | l a ' - V a ' [ [ j t f : . 
t 

l<9 , l*«*-V« , >|< J | « 6 а ; ( ф ) , ( 1 Л < 2 * ) ® ^ № / ) -
a ja 0 

артб;' б 

fi 

-Vf(dx)®Vf(dy)))z\dx+ ^ J I « ( ф ) -«oci I ф ) , \Lax№)*>lLjx(dy)Vs\dX + 
ja о 

J], | | « Й т в г ' г ( ф а ) - С т в 3 ' Р ( ^ | ф а ) . М - Т Т ( ^ ) ® Ц в Т ( ^ ) » 4 Н т . 

Пусть (peC 6 (R 3 ) и | | ф [ | . о о < 1 , тогда 

J], ^ . . . l l ^ i e w F n ^ l l l i a ' - V a l c - ' , 

Я = т а х {йаД 6 т б } , 

J], |« . . . » 2 | < 1 6 я Я й * 3 ^ l l u . a * - V a T I U e . 

Положим 

ft ft ft ft 

тогда 

А1ц(В)*=\к(А(\В), 

I «. . .»3 I < 1 •«. . . , CK*fl ( | 1 а т ® | 1 * т ) » I + I «• • • , (Kaj-Kaf) * (HaT«tyjT) » | + 

+ [«..., Kafi (|iaT®fijT) > I <8лЯйе+16лЯе+8ле=соп81 e, 

I« . . . » 4 < J j | ( ( ' * *' C G ^ H (^ T 0 ^» I + 
a a 

+ Jj « ..., {K^-K**) I (^®Цат» I + 
a 

+ I<( • • • i K \ l 8 *0*тт®И*т > > I <8яЯйе + 16яЯе4-8яе=const e. 
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Следовательно, 

^ |lixa

f-VaM|oo*<GOnStj" j ^ ^ | | j i a T - V a T l l o o * ) d T + e ] i 

a "о a : 

И з неравенства Гронуолла получим 

11 | ^ a

f - v a

f | | | < е , a = l , 2 , , . \ r ' 

4. Пусть { v a 0 } ^ = 1 - начальные меры для уравнения Больцмана, удовлетворяю­
щ и е условию A, Xp=Xp®ape=R3x[l, . 2 , . . . , s ] , />==1, 2 , N , - такая последователь­
ность узлов в области ( U supp / а ° ) х [ 1 , 2 , . . ' . , s], что каждая мера 

a 
iV 

V i v a 0 : <ф, vN%°)= — ^ ф а ( Х р ) t 

У а 

удовлетворяет условиям 

| | v a O _ V i v a O | | M ^ 0 ) JVa°-*oc, 

<1? V i V

a 0 > = < l , . V a 0 > = 7 Z a 0 < « ) , 

a 

Пусть {vjv a*} a=i и { v a f } a L i — решения системы (3) с ядрами (4) и начальными 

мерами { v j v a 0 } a I i и { v a 0 } a = I i . Из неравенства (5) следует 

l lvjv a ' -v a ' | | ivf-*Q, , N . - а = 1 , 2 , . . . , 5 , N. == min{W a °}. 
а 

Д л я построения мер разделим отрезок [О, Т] на частей: 0=t0< ... <tn=T7 

-ж на каждом интервале [tq, tq+i] определим семейство случайных процессов Xv

a(t) = 
^=xp

a(t)®a,pa(t), p—l, 2 , . . .,iV, со значениями в R 3 x [ l , 2, . . . , . $ ] как решение систе­
мы стохастических дифференциальных уравнений 

(6а) Х р « ( 0 ) - Х р , р = 1 , 2 , . . , , # , 

<6б) Xp«(t) = Xp«(tq-0) + 

N 
+ X §Т*(Х*А (Т)' ̂ S) 11 (AP" ( Т ) = £ )

 vij' *mvxxdYxd®+ 
ij m = l ft 

iV 

J3Y6 r n = i 1c 

* g < * < V i ' g - 0 , 1 , и —-I', a = 1,2, 

Интегрирование ведется по м н о ж е с т в у ^ , г ) х ( ^ з х [ 1 , 2 , . . . , s])XS2; h™, v J p , T c w ( a ) -
набор независимых в совокупности й независимых от Xp

a(tq—0),p=1, 2 , . . . , N, а== 
= 1 , 2 , . . . , 5, мер Пуассона на [tq, f g + i ] X ( R 3 X [ l , 2 , . . . , s ] ) X £ 2 , которые для каждого 
AtXAXQ<=[tq, ^ + 1 ] x ( R 3 x [ l } 2 , . . . , s])xs2 удовлетворяют условиям 

Ev y « ш (Д*х4х8) = J£ Е {Ц . ( Х т % - 0) Е Е Л)} А | ;* jj Ц (£ е= 9) da (5), 

EvJ p

6 ' 7 c m (a ) (A^X^xe) = 

-Функции Ч М * , У, I ) и 4V B (X, У, 1): ( R 3 x [ l , 2 , . . . , 5 ] ) x ( R 3 X [ i } 2 , . . . , 5 ] ) x , S , 2 _ > 

->R 3 X[1, 2 , . . . ,5] определяются следующим образом: 
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При ограничениях, наложенных на в ^ * ( а г , у, £), е]^к (х, у, £ ) , существует иг 
единственно сильное решение (6), причем его траектории принадлежат пространст­
ву Скорохода [4] . 

По построенным случайным процессам определим меры v n N в 
N 

(7) < « p , v „ N < " > = — 2jEq>a(Xm«(0), а = 1 , 2 , . . . , « . 

Л е м м а 2 ; й Г т а х | ^ + 1 ч д | - > 0 , го | | | v ^ - v / f | | | - > 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть cp^Cb(R3). Из формулы Итр следует [4] , что 

=Х Л1 ]$ { ф а [ Х р а ( т ) + ч г ' с ( ^ а ( т ) , г ' Е ) 1 ( а Р а ( т ) = г ' ) ] -

ij т=1 7с 

- Ф а t V " ( Т W v W ' *"* < Л Х d Y x d ^ + 
N 

+ X £ Ш S{Фа [ Х * а ( т ) + ^ б ( v ( т ) - r ' 11 ( а*< а ( т ) = , ) ] ~ 

iPV6 m=l It 

Умножив обе части на F 0

- 1 , взяв математическое ожидание и просуммировав по р Г 

получим - • •:• • 

« Р . <N> = < Ф . < > + ' 

+" ^ jj (ф), V « (dx) ® vj& (<fc/)» rft + 

'. УчА* - . '•• -: 

a* -is 
tq<t зруб к t q 

Для доказательства существования предельной точки { ^ о о ^ } а = х заметим, что* 
при каждом фиксированном t последовательность V^N принадлежит компактному 
в М. множеству мер М'={ц: <1, u .Xcons t , (х2, u . X c o n s t } , причем 
i lvnjv a ' -v^ A *| |M<const А*. В силу теоремы Арцела, существуют такие меры VooN- a' e >~ 
е С ( [ 0 , Т], М), что | | | V o o i v 0 U - V n i v a f 11 |-*0, п^°°, а = 1 , 2 , . . . ' , s. ( 

Так как {voojv a '}a = 1— решение системы (3) с ядрами (4), а оно единственно, то-

{ V o o N a < } a = i ={vNa<}a=i. Из лемм 1, 2 следует 

Т е о р е м а . Пусть {\iai}a=i~ обобщенное решение системы уравнений Больцма­
н а для смеси реагирующих газов, причем {u. a

0} удовлетворяют условию А. Тогда:, 
для любого 8 > 0 можно указать такие .меры { V n j v n f } , a = 1 вида (7), что 111 u . a ' - v n i v a * 1 1 1 < • 
< е , а = 1 , 2 , . . . , s. 

с Литература. 

1. Алексеев Б. В. Математическая кинетика реагирующих газов. М;: Наука, 1982. 
2. Арсенъев А. А. О приближении уравнения Больцмана стохастическими у р а в н е н и я ­

ми Ито // Докл. АН СССР. 1987. Т. 293. № 3. С. 584-586. 
3 . Скороход А. В. Стохастические уравнения для сложных систем. М.: Наука, 1983. 
4. Гихман И. И., Скороход А. В. Стохастические дифференциальные уравнения и их 

приложения. Киев: Наук, думка, 1982. 
Поступила в редакцию 28.IV.1987" 

774 


