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1. Введение

Предлагаемый выпуск основан на спецкурсе по теории ветвя-
щихся процессов Беллмана–Харриса, состоявшем из 10 лекций и
прочитанном автором в осеннем семестре 2008 года в Научно-
образовательном центре МИАН. Этот спецкурс является есте-
ственным (хотя и независимым по содержанию) продолжением
курса лекций [10], посвященного ветвящимся процессам Галь-
тона–Ватсона и марковским однородным ветвящимся процессам
с непрерывным временем, а также их применениям в биологии и
теории массового обслуживания. Ветвящиеся процессы Беллма-
на–Харриса, будучи обобщением упомянутых выше моделей вет-
вящихся процессов, обладают рядом существенных отличий, осо-
бенно заметных при исследовании так называемых нерегулярных
процессов, т.е. процессов, в которых за конечное время с поло-
жительной вероятностью рождается бесконечное число частиц,
а также при сравнении асимптотического поведения вероятно-
стей невырождения и количества частиц в критических процессах
Беллмана–Харриса и Гальтона–Ватсона. Именно этим вопросам
и уделено основное внимание в данном выпуске. Заключительные
разделы работы содержат краткое обсуждение еще одной попу-
лярной вероятностной модели эволюции популяций - общих вет-
вящихся процессов или, как их часто называют в англоязычной
литературе, процессов Крампа–Мода–Ягерса. Общие ветвящиеся
процессы являются мощным инструментов исследования вероят-
ностных моделей, возникающих в биологии, демографии, теории
алгоритмов и других областях. В курсе лекций богатые возмож-
ности теории общих ветвящихся процессов используются для ана-
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лиза распределения времени обслуживания заявок в системах об-
служивания с разделением процессора.

При подготовке лекций я использовал, наряду с собственными
результатами, ряд статей и монографий других авторов. Соответ-
ствующие ссылки можно найти в конце данного выпуска.

Заинтересованный читатель может найти изложение других
разделов теории ветвящихся процессов Беллмана–Харриса и об-
щих ветвящихся процессов, обратившись к монографиям [12],
[18], [21], [22], [26] и [27], а также воспользовавшись списком ли-
тературы из обзоров [11] и [28].

В работе над рукописью мне помогали ст. научн. сотр.
МИАН, к.ф.-м.н. Елена Дьяконова, а также слушатели моих лек-
ций Елена Хиль и Андрей Лосев, за что я им весьма благодарен.

2. Первое знакомство с процессами
Беллмана–Харриса

Ветвящийся процесс Беллмана–Харриса является математи-
ческой моделью эволюции популяции частиц (индивидуумов),
в котором частицы имеют случайную продолжительность жиз-
ни и, погибая, производят потомство. В данном курсе лекций мы
ограничимся лишь неформальным описанием процесса Беллма-
на–Харриса без подробного построения вероятностного простран-
ства, на котором этот процесс задан. Мы будем лишь предпола-
гать, что это пространство достаточно богато для того, чтобы все
встречающиеся в дальнейшем случайные величины были на нем
корректно определены. Читатель может найти детальную кон-
струкцию соответствующего вероятностного пространства в гла-
ве VI монографии Т. Харриса [21].

2.1. Описание модели. Пусть 𝑍(𝑡) – число частиц в про-
цессе Беллмана–Харриса в момент времени 𝑡. Всюду далее, если
не указано иное, предполагается, что эволюция процесса начина-
ется в момент 𝑡 = 0 с одной частица нулевого возраста: 𝑍(0) = 1.
Первоначальная частица процесса имеет случайную продолжи-
тельность жизни 𝜏 с распределением 𝐺(𝑡) и порождает в конце
жизни случайное число потомков 𝜉 в соответствии с производя-
щей функцией 𝑓(𝑠). Новорожденные частицы образуют первое
поколение процесса (𝑍(𝜏) 𝑑= 𝜉) и эволюционируют после момен-
та рождения независимо друг от друга, причем в вероятностном
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смысле так же, как и первоначальная частица, порождая потом-
ков второго поколения, частицы второго поколения эволюциони-
руют после момента рождения независимо друг от друга и осталь-
ных частиц, причем в вероятностном смысле так же, как и пер-
воначальная частица, и так далее.

Частными случаями процессов Беллмана–Харриса являются
ветвящиеся процессы Гальтона–Ватсона, в которых продолжи-
тельность жизни любой частицы равна единице, и марковские
однородные ветвящиеся процессы, в которых продолжительность
жизни частиц имеет экспоненциальное распределение. Свойства
таких процессов подробно рассматривались в курсе лекций [10].

Пусть 𝐹 (𝑡; 𝑠) = E[𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(0) = 1] - производящая функция
числа частиц в процессе Беллмана–Харриса в момент 𝑡. Исполь-
зуя свойства условного математического ожидания и независи-
мость эволюций частиц, нетрудно проверить, что

𝐹 (𝑡; 𝑠) = E
[︁
𝑠𝑍(𝑡); 𝜏 > 𝑡

]︁
+
∫︁ 𝑡

0

E
[︁
𝑠𝑍(𝑡)| 𝜏 = 𝑢

]︁
𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑠P (𝜏 > 𝑡) +
∫︁ 𝑡

0

∞∑︁
𝑘=0

P (𝜉 = 𝑘) E
[︁
𝑠𝑍(𝑡)| 𝜏 = 𝑢; 𝜉 = 𝑘

]︁
𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

∞∑︁
𝑘=0

P (𝜉 = 𝑘)
(︁
E[𝑠𝑍(𝑡−𝑢)|𝑍(0) = 1]

)︁𝑘

𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

∞∑︁
𝑘=0

P (𝜉 = 𝑘)𝐹 𝑘(𝑡− 𝑢; 𝑠) 𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢).

Таким образом, функция 𝐹 (𝑡; 𝑠) удовлетворяет интегральному
уравнению

𝐹 (𝑡; 𝑠) = 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢). (1)

Здесь точки 𝑡 = 0 и 𝑡 = 𝑡+ включены в область интегрирования.
Начиная с этого момента, мы предполагаем, что 𝐺(0+) = 0,

и, таким образом, исключаем возможность гибели частиц сразу
после рождения. Это сделано для того, чтобы избежать анализа
ряда патологических случаев, требующих в некоторых ситуациях
специальных рассуждений.
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Наша непосредственная задача – изучить свойства решений
уравнения (1).

2.2. Вероятность вырождения процессов Беллмана–
Харриса. Ясно, что величина 𝐹 (𝑡; 0) = P(𝑍(𝑡) = 0) является
вероятностью вырождения процесса Беллмана–Харриса не позд-
нее момента 𝑡. Полагая 𝑠 = 0 в (1), получаем

𝐹 (𝑡; 0) =
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 0)) 𝑑𝐺(𝑢).

Предел 𝑄 := lim𝑡→∞ 𝐹 (𝑡; 0), существующий в силу очевидной мо-
нотонности функции 𝐹 (𝑡; 0) по 𝑡, будем называть вероятностью
вырождения процесса 𝑍(𝑡), 𝑡 > 0. Ясно, что

𝑄 = lim
𝑡→∞

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 0)) 𝑑𝐺(𝑢) 6 lim
𝑡→∞

𝑓(𝐹 (𝑡; 0))𝐺(𝑡) 6 𝑓(𝑄).

С другой стороны, при любом фиксированном 𝑇 ∈ (0, 𝑡)

𝑄 > 𝐹 (𝑡; 0) >
∫︁ 𝑇

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 0)) 𝑑𝐺(𝑢) > 𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑇 ; 0))𝐺(𝑇 ). (2)

Устремляя в последнем соотношении сначала 𝑡 → ∞, а затем
𝑇 → ∞, заключаем, что 𝑄 > 𝑓(𝑄). Таким образом, вероятность
𝑄 вырождения процесса Беллмана–Харриса удовлетворяет урав-
нению

𝑄 = 𝑓(𝑄). (3)

Отсюда, в частности, следует, что 𝑄 = 1, если 𝑓 ′(1) 6 1. Позд-
нее мы покажем, что величина 𝑄 является минимальным неот-
рицательным решением уравнения (3) и, таким образом, совпада-
ет с вероятностью вырождения ветвящегося процесса Гальтона–
Ватсона, имеющего 𝑓(𝑠) в качестве производящей функции числа
непосредственных потомков частиц.

Для дальнейших рассуждений нам понадобится последова-
тельность функций 𝐹0(𝑡; 𝑠) :≡ 1,

𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) := 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢), 𝑛 > 0.

Свойства этой последовательности описаны в следующей теоре-
ме.
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Теорема 1. Для любого 𝑛 = 0, 1, . . . и всех 𝑠 ∈ [0, 1], 𝑡 > 0

𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) 6 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) (4)

и
lim

𝑛→∞
𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 𝑠), (5)

где, как и раньше, 𝐹 (𝑡; 𝑠) = E[𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(0) = 1].

Доказательство. Пусть 𝑍(𝑛)(𝑡) – общее число частиц в по-
колениях 0, 1, . . . , 𝑛 − 1, существующих в процессе в момент 𝑡.
Ясно, что

E𝑠𝑍(1)(𝑡) = 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +𝐺(𝑡) = 𝐹1(𝑡; 𝑠).

Отталкиваясь от этого представления и использую индукцию,
нетрудно проверить, что

𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) = E𝑠𝑍(𝑛)(𝑡).

Отсюда легко следует (4). Замечая, что 𝑍(𝑛)(𝑡) ↑ 𝑍(𝑡) при 𝑛→∞,
и используя теорему о монотонной сходимости, нетрудно убедить-
ся в справедливости соотношения (5).

Теорема 1 доказана. �

Рассмотрим теперь еще одну последовательность функций,
определяемую равенствами 𝐹 *0 (𝑡; 𝑠) :≡ 0,

𝐹 *𝑛+1(𝑡; 𝑠) := 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 *𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢), 𝑛 = 0, 1, . . . .

(6)

Теорема 2. Для любого 𝑛 = 0, 1, . . . и всех 𝑠 ∈ [0, 1], 𝑡 > 0

𝐹 *𝑛+1(𝑡; 𝑠) > 𝐹 *𝑛(𝑡; 𝑠) (7)

и, кроме того, существует функция 𝐹 *(𝑡; 𝑠), удовлетворяющая
уравнению

𝐹 *(𝑡; 𝑠) = 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 *(𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢), (8)

такая, что
lim

𝑛→∞
𝐹 *𝑛(𝑡; 𝑠) = 𝐹 *(𝑡; 𝑠). (9)
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Доказательство. Ясно, что 𝐹 *1 (𝑡; 𝑠) > 𝐹 *0 (𝑡; 𝑠), 0 6 𝑠 6 1,
𝑡 > 0. Используя индукцию и определение последовательности
𝐹 *𝑛(𝑡; 𝑠), нетрудно убедиться в справедливости (7). Отсюда легко
следует существование предела (9) и равенство (8). �

Теорема 3. Если вероятность вырождения 𝑄 = 0, то
𝐹 (𝑡; 0) ≡ 0 для любого 𝑡 > 0; если 𝑄 > 0, то 𝐹 (𝑡; 0) < 𝑄 для
любого 𝑡 > 0, причем lim𝑡→∞ 𝐹 (𝑡; 0) = 𝑄.

Доказательство. Ясно, что необходимо проверить лишь
справедливость неравенства 𝐹 (𝑡; 0) < 𝑄 при всех 𝑡 > 0. Пусть

𝑡0 := sup {𝑡 : 𝐹 (𝑡; 0) < 𝑄} .

Предположим, что 𝑡0 <∞. Имеем

𝐹 (𝑡; 0) =
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 0)) 𝑑𝐺(𝑢), 𝑡 > 𝑡0.

Пусть 𝑡 ↓ 𝑡0. Тогда

0 < 𝑄 = lim
𝑡↓𝑡0

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 0)) 𝑑𝐺(𝑢)

=
∫︁ 𝑡0+

0

𝑓(𝐹 (𝑡0 − 𝑢+; 0)) 𝑑𝐺(𝑢) 6 𝑄𝐺(𝑡0+).

Следовательно, 𝐺(𝑡0+) = 1. Таким образом, предположение
𝑡0 <∞ влечет соотношение∫︁ 𝑡0+

0

[𝑄− 𝑓(𝐹 (𝑡0 − 𝑢+; 0))] 𝑑𝐺(𝑢) = 0. (10)

Однако такое равенство невозможно, поскольку подынтегральное
выражение 𝑄−𝑓(𝐹 (𝑡0−𝑢+; 0)) > 0 при 𝑢 > 0, а величина 𝐺(𝑡0+)−
𝐺(0) положительна. Полученное противоречие показывает, что
𝑡0 = ∞. Теорема доказана. �

Теорема 4. Уравнение

𝜑(𝑡; 𝑠) = 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜑(𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢) (11)

имеет единственное измеримое решение, удовлетворяющее со-
отношению 0 6 𝜑(𝑡; 𝑠) 6 1 при любых значениях 𝑠 ∈ [0, 1] и 𝑡 > 0.
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Доказательство. Существование у уравнения (11) хотя бы
одного решения c желаемыми свойствами следует из теорем 1 и 2.
Мы знаем, что при любых 𝑠 ∈ [0, 1] и 𝑡 > 0

𝜑(𝑡; 𝑠) 6 1 ≡ 𝐹0(𝑡; 𝑠).

Отсюда, используя индукцию, нетрудно показать, что

𝜑(𝑡; 𝑠) 6 𝐹 (𝑡; 𝑠).

Аналогично,
𝐹 *(𝑡; 𝑠) 6 𝜑(𝑡; 𝑠)

и, таким образом,

𝐹 *(𝑡; 𝑠) 6 𝜑(𝑡; 𝑠) 6 𝐹 (𝑡; 𝑠).

Покажем, что найдется число 𝑠0 ∈ (0, 1) такое, что 𝐹 *(𝑡; 𝑠) =
𝐹 (𝑡; 𝑠) при всех 𝑡 > 0 и 0 6 𝑠 6 𝑠0. Действительно, в силу того, что
функция 𝐹 (𝑡; 𝑠) выпукла по 𝑠 ∈ [0, 1] при любом фиксированном
𝑡 > 0, справедливы оценки

𝐹 (𝑡; 𝑠) 6 𝐹 (𝑡; 0) + 𝑠(𝐹 (𝑡; 1)− 𝐹 (𝑡; 0)) 6 𝐹 (𝑡; 0) + 𝑠(1− 𝐹 (𝑡; 0)).
(12)

Рассмотрим теперь отдельно случаи 𝑄 < 1 и 𝑄 = 1.
Если 𝑄 < 1, то, как мы знаем из курса лекций [10], 𝑓 ′(𝑄) < 1.

Зафиксируем малое 𝜀 > 0 такое, что 𝑓 ′(𝑄 + 𝜀) < 1. Ясно, что
в этом случае при 0 6 𝑠 6 𝑄+ 𝜀 справедливо неравенство 𝑓 ′(𝑠) 6
𝑓 ′(𝑄+ 𝜀) < 1. Пусть 𝑠0 = 𝜀/2. В силу оценок (12) 𝐹 (𝑡, 𝑠) < 𝑄+ 𝜀
для 0 6 𝑠 6 𝑠0 и всех 𝑡 > 0. Следовательно,

0 6 𝐹 (𝑡; 𝑠)− 𝐹 *(𝑡; 𝑠) =
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠))− 𝑓(𝐹 *(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

6 𝑓 ′(𝑄+ 𝜀)
∫︁ 𝑡

0

[𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)− 𝐹 *(𝑡− 𝑢; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢), 0 6 𝑠 6 𝑠0.

Положим
𝑀(𝑠) = sup

𝑡>0
[𝐹 (𝑡; 𝑠)− 𝐹 *(𝑡; 𝑠)] .

Тогда
𝑀(𝑠) 6 𝑓 ′(𝑄+ 𝜀)𝑀(𝑠),
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что при нашем выборе 𝜀 > 0 возможно лишь в случае 𝑀(𝑠) = 0.
Следовательно, 𝐹 *(𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 𝑠), 𝑡 > 0, 0 6 𝑠 6 𝑠0. Поскольку
функции 𝐹 *(𝑡; 𝑠) и 𝐹 (𝑡; 𝑠) аналитичны в круге |𝑠| < 1 при каж-
дом 𝑡 > 0, то теорема единственности для аналитических функ-
ций влечет 𝐹 *(𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 𝑠), 𝑡 > 0, что доказывает теорему для
случая 𝑄 < 1.

Если 𝑄 = 1, то из теоремы 3 и оценки (12) следует, что для
любого фиксированного 𝑇 > 0 можно найти числа 𝑠0 ∈ (0, 1) и
𝛿 > 0 такие, что 𝐹 (𝑡; 𝑠) < 1−𝛿 при 0 6 𝑠 6 𝑠0 и 0 6 𝑡 6 𝑇 . Отсюда
следует, что

0 6 𝐹 (𝑡; 𝑠)− 𝐹 *(𝑡; 𝑠) =
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠))− 𝑓(𝐹 *(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

6
∫︁ 𝑡

0

𝑓 ′(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)) [𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)− 𝐹 *(𝑡− 𝑢; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢), 0 6 𝑠 6 𝑠0,

и, кроме того, 𝑓 ′(𝐹 (𝑡 − 𝑢; 𝑠)) 6 𝑓 ′(1 − 𝛿) < 1. Из этих оценок,
как и в случае 𝑄 < 1, можно вывести, что 𝐹 *(𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 𝑠) при
0 6 𝑠 6 𝑠0 и 0 6 𝑡 6 𝑇 . Теперь теорема единственности для
аналитических функций влечет 𝐹 *(𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 𝑠), 0 6 𝑡 6 𝑇 , что
доказывает теорему, поскольку величина 𝑇 может быть выбрана
сколь угодно большой. �

Следствие 5. Вероятность вырождения 𝑄 ветвящегося
процесса Беллмана–Харриса с производящей функцией 𝑓(𝑠) числа
непосредственных потомков частиц равна минимальному неот-
рицательному решению уравнения 𝑓(𝑥) = 𝑥.

Доказательство. Пусть 𝑥 – упомянутое минимальное ре-
шение. Если P(𝜉 = 0) = 𝑓(0) = 0, то утверждение следствия оче-
видно. Пусть теперь 𝑓(0) > 0. Легко понять, что в этом случае
𝑓(𝑠) < 𝑥 при любом 𝑠 ∈ [0, 𝑥). Согласно теоремам 2 и 4

lim
𝑘→∞

𝐹 *𝑘 (𝑡; 0) = 𝐹 (𝑡; 0) = P(𝑍(𝑡) = 0).

Ясно, что 𝐹 *0 (𝑡; 𝑠) = 0 < 𝑥, и, по индукции,

𝐹 *𝑘+1(𝑡; 0) =
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 *𝑘 (𝑡− 𝑢; 0)) 𝑑𝐺(𝑢) 6
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝐺(𝑢) 6 𝑥.

Таким образом, 𝐹 (𝑡; 0) 6 𝑥, что влечет 𝑄 6 𝑥. Отсюда и из равен-
ства (3) следует желаемое утверждение и для случая 𝑓(0) > 0. �
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3. Регулярность и нерегулярность процессов
Беллмана–Харриса

3.1. Базовые свойства регулярных и нерегулярных
процессов Беллмана–Харриса.

Определение. Ветвящийся процесс Беллмана–Харриса на-
зывается нерегулярным или взрывающимся, если существует мо-
мент 𝑡 <∞ такой, что

lim
𝑠↑1

𝐹 (𝑡; 𝑠) = 𝐹 (𝑡; 1) = P (𝑍(𝑡) <∞) < 1.

В противном случае ветвящийся процесс Беллмана–Харриса на-
зывается регулярным или невзрывающимся.

Таким образом, нерегулярный процесс Беллмана–Харриса –
это процесс, в котором за конечное время с положительной веро-
ятностью рождается бесконечное число частиц.

В дальнейшем ветвящийся процесс Беллмана–Харриса с рас-
пределением длительности жизни частиц 𝐺(𝑡) и производящей
функцией числа непосредственных потомков частиц 𝑓(𝑠) будем
для краткости называть (𝐺, 𝑓)-процессом.

Пусть функция 𝜙(𝑡), 𝑡 > 0, является решением уравнения

𝜙(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜙(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝐺(𝑢) + 1−𝐺(𝑡). (13)

Теорема 6. (𝐺, 𝑓)-процесс регулярен тогда и только то-
гда, когда уравнение (13) имеет единственное решение в клас-
се всех измеримых функций 𝜙(𝑡), удовлетворяющих условию
0 6 𝜙(𝑡) 6 1.

Доказательство. Заметим, что функция 𝜙(𝑡) ≡ 1 является
решением уравнения (13). Пусть теперь 0 6 𝜙(𝑡) 6 1 - какое-либо
решение уравнения (13). Легко проверить по индукции, что для
функций 𝐹 *𝑛(𝑡; 𝑠), задаваемых рекуррентной формулой (6), при
любых 𝑠 ∈ [0, 1] и 𝑛 = 0, 1, . . . справедлива оценка 𝐹 *𝑛(𝑡; 𝑠) 6 𝜙(𝑡).
Следовательно,

𝐹 (𝑡; 𝑠) = lim
𝑛→∞

𝐹 *𝑛(𝑡; 𝑠) 6 𝜙(𝑡),

и, в частности, функция 𝐹 (𝑡; 1) является решением уравнения
(13). Если уравнение (13) имеет единственное решение, то, оче-
видно, 𝐹 (𝑡; 1) = 1 при любом 𝑡 > 0, и процесс регулярен. Если же
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уравнение (13) имеет несколько решений, то среди них найдется
решение 𝜑(𝑡) такое, что 𝜑(𝑡0) < 1 для некоторого 𝑡0 < ∞, что
влечет неравенство 𝐹 (𝑡0; 1) < 1. Следовательно, в этом случае
процесс будет нерегулярным. �

Определение. Решение уравнения (13), полученное при по-
мощи аппроксимации 𝜙0(𝑡) :≡ 0,

𝜙𝑛+1(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜙𝑛(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝐺(𝑢) + 1−𝐺(𝑡),

называется минимальным.

Лемма 7. Минимальное решение 𝜙(𝑡) является невозраста-
ющей функцией. Более того, если 𝜙(𝑡) – любое другое решение
уравнения (13), то 𝜙(𝑡) 6 𝜙(𝑡), 𝑡 > 0.

Доказательство. Функция 𝜙0(𝑡) ≡ 0, очевидно, является
невозрастающей. Отсюда по индукции нетрудно вывести, что для
𝑡1 < 𝑡2

𝜙𝑛+1(𝑡1)− 𝜙𝑛+1(𝑡2) =
∫︁ 𝑡1

0

[𝑓(𝜙𝑛(𝑡1 − 𝑢))− 𝑓(𝜙𝑛(𝑡2 − 𝑢))] 𝑑𝐺(𝑢)

+
∫︁ 𝑡2

𝑡1

[1− 𝑓(𝜙𝑛(𝑡2 − 𝑢))] 𝑑𝐺(𝑢) > 0.

Аналогичные рассуждения показывают, что 𝜙0(𝑡) 6 𝜙(𝑡) и, по
индукции, 𝜙𝑛(𝑡) 6 𝜙(𝑡). Для завершения доказательства леммы
достаточно теперь перейти к пределу при 𝑛→∞. �

Лемма 8. Если 𝜙(𝑡) – минимальное решение, то либо
𝜙(𝑡) = 1 для всех 𝑡 > 0, либо 𝜙(𝑡) < 1 для всех 𝑡 > 0.

Доказательство. Если 𝜙(𝑡0) = 1 для некоторого 𝑡0 > 0, то
в силу предыдущей леммы 𝜙(𝑡) = 1 для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] и, более
того, эта функция является единственным решением на указан-
ном интервале. Легко видеть, что функция 𝜓(𝑡) = 𝜙(𝑡+ 𝑡0) также
является решением уравнения (13) при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0]. Отсюда, в силу
единственности решения уравнения (13) на указанном интервале,
вытекает, что 𝜓(𝑡) = 1 при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0]. Следовательно, 𝜙(𝑡) = 1 для
всех 𝑡 ∈ [0, 2𝑡0]. Повторяя приведенные выше рассуждения необ-
ходимое число раз, легко убедиться в том, что 𝜙(𝑡) = 1 для всех
𝑡 > 0. �
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Лемма 9. Если 𝐿𝑖 и 𝐾𝑖 – неубывающие функции при 𝑡 > 0
такие, что 𝐿𝑖(0−) = 𝐾𝑖(0−) = 0 и, кроме того,𝐾𝑖(𝑡) > 𝐿𝑖(𝑡) при
𝑡 ∈ [0, 𝑡0], то 𝐾1 *𝐾2(𝑡) > 𝐿1 * 𝐿2(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0].

Доказательство. Необходимое неравенство легко устано-
вить при помощи интегрирования по частям. �

Лемма 10. Пусть 𝐺(𝑡) > 𝐺*(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] и 𝐺(0) =
𝐺*(0) = 0. Тогда для минимальных решений соответствующих
интегральных уравнений при всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] справедливо неравен-
ство 𝜙(𝑡) 6 𝜙*(𝑡).

Доказательство. Пусть 𝜙𝑛(𝑡) и 𝜙*𝑛(𝑡) – аппроксимирующие
последовательности, сходящиеся к соответствующим минималь-
ным решениям. Для 𝜑𝑛(𝑡) := 1− 𝜙𝑛(𝑡) и 𝜑*𝑛(𝑡) := 1− 𝜙*𝑛(𝑡) имеем
𝜑*0(𝑡) = 𝜑0(𝑡) = 1 и

𝜑𝑛+1(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1− 𝜑𝑛(𝑡− 𝑢))] 𝑑𝐺(𝑢),

𝜑*𝑛+1(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1− 𝜑*𝑛(𝑡− 𝑢))] 𝑑𝐺(𝑢).

Отсюда, используя монотонность рассматриваемых функций по 𝑡
при каждом 𝑛 (см. доказательство леммы 7) и лемму 9, нетрудно
заключить, что 𝜑𝑛(𝑡) > 𝜑*𝑛(𝑡) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑡0]. Для завершения
доказательства осталось перейти к пределу при 𝑛→∞. �

Лемма 11. Если функция 𝐺(𝑡) непрерывна в нуле, 𝐺(0) = 0,
и 𝑓(𝑠) > 𝑓*(𝑠) при 𝑠 ∈ [𝑠0, 1], то найдется интервал 0 < 𝑡 6 𝑡0 ,
на котором соответствующие минимальные решения удовле-
творяют неравенству 𝜙(𝑡) > 𝜙*(𝑡).

Доказательство. Поскольку функция 𝐺(𝑡) непрерывна
в нуле, то минимальное решение 𝜙(𝑡) для рассматриваемого
(𝐺, 𝑓)− процесса также непрерывно в нуле, и, следовательно, су-
ществует число 𝑡0 такое, что 𝜙(𝑡) > 𝑠0 при 𝑡 ∈ (0, 𝑡0]. Отсюда

𝜙(𝑡) >
∫︁ 𝑡

0

𝑓*(𝜙(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝐺(𝑢) + 1−𝐺(𝑡).

Далее, используя аппроксимирующие последовательности 𝜓𝑛(𝑡) и
𝜓*𝑛(𝑡), введенные при доказательстве леммы 10, можно показать,
что любое решение уравнения

𝜓(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑓*(𝜓(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝐺(𝑢) + 1−𝐺(𝑡)
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удовлетворяет неравенству 𝜓(𝑡) 6 𝜙(𝑡) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡0]. Отсюда
легко следует утверждение леммы. �

Теорема 12. Пусть 𝐺1(𝑡) 6 𝐺2(𝑡) при 𝑡 ∈ (0, 𝑡0]. Если
(𝐺1, 𝑓)-процесс нерегулярен, то и (𝐺2, 𝑓)-процесс также нерегу-
лярен. Если (𝐺2, 𝑓)-процесс регулярен, то и (𝐺1, 𝑓)-процесс так-
же регулярен.

Доказательство очевидно из предыдущих рассуждений. �

Теорема 13. Пусть 𝐺(0) = 0 и 𝑓1(𝑠) 6 𝑓2(𝑠) при 𝑠 ∈ [𝑠0, 1].
Если (𝐺, 𝑓1)-процесс регулярен, то и (𝐺, 𝑓2)-процесс также регу-
лярен. Если (𝐺, 𝑓2)-процесс нерегулярен, то (𝐺, 𝑓1)-процесс так-
же нерегулярен.

Доказательство очевидно из предыдущих рассуждений. �

Анализируя результаты данного раздела, легко понять, что
регулярность или нерегулярность (𝐺, 𝑓)-процесса полностью
определяется асимптотическим поведением функции распределе-
ния 𝐺(𝑡) при 𝑡→ 0+ и производящей функции 𝑓(𝑠) при 𝑠→ 1−.

3.2. Достаточные условия нерегулярности. Пусть

𝐺−1(𝑦) = sup {𝑡 : 𝐺(𝑡−) 6 𝑦 6 𝐺(𝑡+) = 𝐺(𝑡)} , 0 6 𝑦 6 1,

и 𝐺−1(𝑦) = ∞ при 𝑦 > 1. Введем обозначение

𝑤(𝑦) :=
1− 𝑓(1− 𝑦)

𝑦
.

Теорема 14. Пусть 𝐺(0) = 0, функция 𝐺(𝑡) непрерывна
в правой окрестности [0,∆], 0 < ∆ < 1, точки ноль и, кроме
того, 𝑓(0) = 0. Если найдутся 𝜃 > 0 и 𝜀 > 0 такие, что∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1 + 𝜃

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
<∞, (14)

то соответствующий (𝐺, 𝑓)-процесс нерегулярен.

Доказательство. Положим 𝑎 := 1 + 𝜃 и 𝑦𝑛 := 𝜀𝑎−𝑛, 𝑛 =
0, 1, . . . . Из равенства∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1 + 𝜃

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
=

∞∑︁
𝑛=0

∫︁ 𝑦𝑛

𝑦𝑛+1

𝐺−1

(︂
𝑎

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
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и монотонности функции 𝐺−1(𝑡) следует, что∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1 + 𝜃

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
<∞⇐⇒

∞∑︁
𝑛=0

𝐺−1

(︂
𝑎

𝑤(𝑦𝑛)

)︂
<∞. (15)

Заметим сначала, что при выполнении условий теоремы
𝑤(𝑦) ↑ ∞ при 𝑦 → 0+. Действительно, если это не так, то
𝑤(𝑦) ↑ 𝑓 ′(1) при 𝑦 → 0+. Следовательно, при всех 𝑛 = 1, 2, . . .

𝐺−1

(︂
𝑎

𝑤(𝑦𝑛)

)︂
> 𝐺−1

(︂
𝑎

𝑓 ′(1)

)︂
> 0,

что влечет расходимость ряда в (15).
Из сказанного выше следует, что без ограничения общности

можно считать, что 𝑎/𝑤(𝑦0) < ∆ < 1. Положим

𝑡𝑛 := 𝐺−1

(︂
𝑎

𝑤(𝑦𝑛)

)︂
.

Ясно, что 𝑡0 > 𝑡1 > · · · > 𝑡𝑘 > · · · . По предположению, при
𝑛→∞

𝑇𝑛 :=
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑡𝑘 → 𝑇 <∞.

При помощи набора 𝑡𝑛 и рассматриваемого процесса Беллмана–
Харриса 𝑍(𝑡), 𝑡 > 0, мы будем строить вспомогательный процесс
𝑋 = {𝑋𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . } с дискретным временем путем исклю-
чения из первоначального процесса 𝑍 = {𝑍(𝑡), 𝑡 > 0} частиц,
имеющих относительно большую продолжительность жизни.

В этом процессе 𝑋0 := 1, а дальнейшее построение проводится
следующим образом. Если длительность жизни 𝜏0 первоначаль-
ной частицы процесса 𝑍(𝑡) превосходит 𝑡0, то полагаем 𝑋1 := 0,
и на этом построение процесса заканчивается. Если же 𝜏0 6 𝑡0,
то потомство первоначальной частицы образует первое поколение
процесса 𝑋 с числом частиц, обозначаемым 𝑋1. Если 𝑋1 > 0, то
во второе поколение процесса 𝑋 включаются те частицы второго
поколения процесса 𝑍(𝑡), частицы-родители которых были вклю-
чены в процесс 𝑋 и, кроме того, имели длительность жизни, не
превосходящую величину 𝑡1, и т.д. Таким образом, в (𝑛+ 1)-е по-
коление процесса 𝑋 включаются те частицы (𝑛+ 1)-го поколения
процесса 𝑍, родители которых имели продолжительность жизни,
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не превосходящую 𝑡𝑛, и уже были включены в процесс 𝑋. Ясно,
что при таком построении

𝑋𝑛 6 𝑍(𝑇𝑛) 6 𝑍(𝑇 ), 𝑛 = 0, 1, . . . .

Положим

𝑝𝑛 := 𝐺(𝑡𝑛) = 𝐺

(︂
𝐺−1

(︂
𝑎

𝑤(𝑦𝑛)

)︂)︂
=

𝑎

𝑤(𝑦𝑛)
.

Легко проверить, что производящая функция 𝐾𝑛(𝑠) := E𝑠𝑋𝑛 чис-
ла частиц в 𝑛-м поколении процесса 𝑋 имеет вид

𝐾𝑛(𝑠) := E
[︀
E
[︀
𝑠𝑋𝑛 |𝑋𝑛−1

]︀]︀
= E

[︁
(𝑝𝑛𝑓(𝑠) + 1− 𝑝𝑛)𝑋𝑛−1

]︁
= 𝐾𝑛−1(𝑝𝑛𝑓(𝑠) + 1− 𝑝𝑛) = 𝐾𝑛−1(1− 𝑝𝑛(1− 𝑓(𝑠))),

причем
𝐾𝑛(𝑠) > E𝑠𝑍(𝑇𝑛) > E𝑠𝑍(𝑇 ).

В силу определения

𝑝𝑛(1− 𝑓(1− 𝑦𝑛)) = 𝑝𝑛𝑦𝑛𝑤(𝑦𝑛) = 𝑎𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1.

Поэтому

𝐾𝑛(1− 𝑦𝑛) = 𝐾𝑛−1(1− 𝑝𝑛(1− 𝑓(1− 𝑦𝑛)))
= 𝐾𝑛−1(1− 𝑦𝑛−1) = 1− 𝑦0 < 1.

Кроме того, в силу неравенства 𝑦𝑚 > 𝑦𝑛, 𝑛 > 𝑚, имеем

𝐾𝑛(1− 𝑦𝑚) 6 𝐾𝑛(1− 𝑦𝑛) = 1− 𝑦0 < 1.

По теореме Хелли о выборе (см. теорему 39 в разделе 7) найдется
последовательность 𝑛𝑘 → ∞ при 𝑘 → ∞ такая, что для всех
𝑠 ∈ [0, 1) и некоторой случайной величины 𝑌

lim
𝑘→∞

𝐾𝑛𝑘
(𝑠) = 𝐾(𝑠) = E𝑠𝑌 .

Ясно, что

lim
𝑘→∞

𝐾𝑛𝑘
(1− 𝑦𝑚) = 𝐾(1− 𝑦𝑚) 6 1− 𝑦0 < 1,

что в свою очередь влечет

lim
𝑚→∞

𝐾(1− 𝑦𝑚) 6 1− 𝑦0 < 1.
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Последнее означает, что lim𝑠↑1𝐾(𝑠) 6 1 − 𝑦0 и, таким образом,
P(𝑌 <∞) < 1. В частности,

1 > lim
𝑠↑1

𝐾(𝑠) = lim
𝑠↑1

lim
𝑛𝑘→∞

𝐾𝑛𝑘
(𝑠) = lim

𝑠↑1
lim

𝑛𝑘→∞
E𝑠𝑋𝑛𝑘

> lim
𝑠↑1

E𝑠𝑍(𝑇 ) = 𝐹 (𝑇, 1) = P(𝑍(𝑇 ) <∞).

Следовательно, при выполнении условия (14) процесс Беллмана–
Харриса нерегулярен.

Теорема 14 доказана. �

3.3. Достаточные условия регулярности. В данном раз-
деле мы укажем некоторые достаточные условия регулярности
(𝐺, 𝑓)-процесса. Для этого нам понадобится одно вероятностное
неравенство, опирающееся на свойства выпуклых функций.

Пусть 𝑢(𝑥) – функция, определенная на открытом интервале
(𝑎, 𝑏), а 𝑂 = (𝜁, 𝑢(𝜁)) – точка на ее графике. Прямая 𝐿, проходя-
щая через точку 𝑂 с тангенсом угла наклона 𝜅, называется опор-
ной прямой функции 𝑢(𝑥) в точке𝑂, если 𝑢(𝑥) > 𝑢(𝜁)+𝜅(𝑥−𝜁) для
всех 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏). Неформально это означает, что график функции
𝑢(𝑥) лежит либо над опорной прямой 𝐿, либо частично совпадает
с 𝐿. Функция 𝑢(𝑥) называется выпуклой на (𝑎, 𝑏), если в каж-
дой точке 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) существует ее опорная прямая. Аналогичным
образом определяются и функции, выпуклые на замкнутом ин-
тервале [𝑎, 𝑏].

Неравенство Иенсена. Если распределение случайной ве-
личины 𝑋 сосредоточено на открытом интервале (𝑎, 𝑏), причем
математическое ожидание 𝑋 конечно, то для любой функции
𝑢(𝑥), выпуклой на (𝑎, 𝑏), справедливо неравенство

𝑢(E𝑋) 6 E𝑢(𝑋).

Доказательство. Полагая 𝜁 = E𝑋, имеем

E𝑢(𝑋) > 𝑢(E𝑋) + 𝜅E(𝑋 −E𝑋) = 𝑢(E𝑋),

что и требовалось доказать. �

Для (𝐺, 𝑓)-процесса положим

𝐽(𝑥) =
∫︁ 𝐺−1(𝑥)

0

𝐺(𝑦) 𝑑𝑦, 0 6 𝑥 < 1.
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Будем предполагать, что функция 𝐺(𝑡) непрерывна и строго воз-
растает при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] и 𝐺(0+) = 0. Ясно, что в этом случае для
𝑡 ∈ [0, 𝑡0]

𝐽(𝐺(𝑡)) =
∫︁ 𝑡

0

𝐺(𝑦) 𝑑𝑦

и
𝑑𝐽(𝐺(𝑡))

𝑑𝑡
= 𝐺(𝑡).

Кроме того, для любой неубывающей функции 𝜇(𝑡), 𝑡 > 0, подчи-
няющейся условию 𝜇(0+) = 0, справедливо равенство∫︁ 𝑡

0

𝐽(𝐺(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝜇(𝑢) =
∫︁ 𝑡

0

𝜇(𝑢)𝐺(𝑡− 𝑢) 𝑑𝑢.

Теорема 15. Пусть 𝐺(0+) = 0, функция 𝐺(𝑡) непрерывна
и строго возрастает при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0], и существуют константы
0 < 𝑐 < 𝐶 <∞ и выпуклая функция 𝐽1(𝑦) такие, что

𝑐𝐽1(𝑦) 6 𝐽(𝑦) 6 𝐶𝐽1(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝐺(𝑡0)].

Если ∫︁ 𝜀

0

𝑤(𝑦)𝐽
(︂

1
𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
= ∞ (16)

для любого 𝜀 > 0, то соответствующий (𝐺, 𝑓)-процесс регуля-
рен.

Замечание 16. Легко проверить, что если 𝐺(𝑡) = 𝑡𝛼 при 𝑡 ∈
[0, 𝑡0] и некотором 𝛼 > 0, то 𝐽(𝑡) = (1 +𝛼)−1𝑡1+1/𝛼 для указанных
значений переменной 𝑡.

Доказательство. Предположим, что условие (16) выпол-
нено, но соответствующий (𝐺, 𝑓)-процесс нерегулярен. В силу
лемм 7 и 8 это означает, что уравнение

𝜙(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜙(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝐺(𝑢) + 1−𝐺(𝑡) (17)

имеет, наряду с решением тождественно равным единице, мини-
мальное невозрастающее решение 𝜙(𝑡) < 1, 𝑡 > 0. Ясно, что
в этом случае функция 𝜓(𝑡) := 1− 𝜙(𝑡) удовлетворяет соотноше-
нию

𝜓(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡− 𝑢))] 𝑑𝐺(𝑢)
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и является строго положительной и неубывающей. Поскольку
функция 𝐺(𝑡) непрерывна при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0], то функция 𝜓(𝑡) также
непрерывна в указанном интервале, и, следовательно, функции
𝜓(𝑡) и 𝜓(𝑡)𝑤(𝜓(𝑡)) = 1−𝑓(1−𝜓(𝑡)) могут трактоваться как функ-
ции, порождающие конечные меры на отрезке 𝑡 ∈ [0, 𝑡0]. В част-
ности,

𝜓(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡− 𝑢))] 𝑑𝐺(𝑢)

=
∫︁ 𝑡

0

𝐺(𝑡− 𝑢) 𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))]

при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0], что после деления на 1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡)) дает

1
𝑤(𝜓(𝑡))

=
1

1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡))

∫︁ 𝑡

0

𝐺(𝑡− 𝑢) 𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))] .

При каждом фиксированном 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] функцию

𝐹𝑡(𝑢) :=
1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))
1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡))

, 𝑢 ∈ [0, 𝑡],

можно трактовать как функцию распределения некоторой слу-
чайной величины, скажем, 𝜁𝑡 с носителем на интервале [0, 𝑡].
Пусть 𝜂𝑡 = 𝐺(𝑡− 𝜁𝑡). Ясно, что

1
𝑤(𝜓(𝑡))

= E𝜂𝑡,

и по неравенству Иенсена для выпуклой функции 𝐽1(𝑥) справед-
ливо неравенство

𝐽1

(︂
1

𝑤(𝜓(𝑡))

)︂
= 𝐽1 (E𝜂𝑡) 6 E𝐽1 (𝜂𝑡) .

Пусть

𝐷 =
{︂
𝑡 > 0 : max

(︂
1

𝑤(𝜓(𝑡))
, 𝐺(𝑡)

)︂
6 𝐺(𝑡0)

}︂
.
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Тогда при 𝑡 ∈ 𝐷

𝐽

(︂
1

𝑤(𝜓(𝑡))

)︂
6 𝐶𝐽1

(︂
1

𝑤(𝜓(𝑡))

)︂
6 𝐶E𝐽1 (𝜂𝑡) 6 𝑐−1𝐶E𝐽 (𝜂𝑡)

=
𝑐−1𝐶

1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡))

∫︁ 𝑡

0

𝐽(𝐺(𝑡− 𝑢)) 𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))]

=
𝑐−1𝐶

1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡))

∫︁ 𝑡

0

𝜓(𝑧) 𝑑𝑧,

поскольку ∫︁ 𝑡

0

𝐽(𝐺(𝑡− 𝑢)) 𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))] =

=
∫︁ 𝑡

0

𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))]
∫︁ 𝑡−𝑢

0

𝐺(𝑣) 𝑑𝑣

=
∫︁ 𝑡

0

𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))]
∫︁ 𝑡

𝑢

𝐺(𝑧 − 𝑢) 𝑑𝑧

=
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑧

∫︁ 𝑧

0

𝐺(𝑧 − 𝑢) 𝑑 [1− 𝑓(1− 𝜓(𝑢))]

=
∫︁ 𝑡

0

𝜓(𝑧) 𝑑𝑧.

Интегрируя полученное соотношение по произвольному проме-
жутку [0, 𝑇 ], получаем∫︁ 𝑇

0

𝑤(𝜓(𝑡))𝐽
(︂

1
𝑤(𝜓(𝑡))

)︂
𝑑𝜓(𝑡)
𝜓(𝑡)

6

6 𝑐−1𝐶

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝜓(𝑡)
1− 𝑓(1− 𝜓(𝑡))

𝑤(𝜓(𝑡))
𝜓(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜓(𝑧) 𝑑𝑧

= 𝑐−1𝐶

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝜓(𝑡)
𝜓2(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜓(𝑧) 𝑑𝑧

= 𝑐−1𝐶

∫︁ 𝑇

0

𝜓(𝑧) 𝑑𝑧
∫︁ 𝑇

𝑧

𝑑𝜓(𝑡)
𝜓2(𝑡)

= 𝑐−1𝐶

∫︁ 𝑇

0

𝜓(𝑧)
[︂

1
𝜓(𝑧)

− 1
𝜓(𝑇 )

]︂
𝑑𝑧

6 𝑐−1𝐶

∫︁ 𝑇

0

𝑑𝑧 = 𝑐−1𝐶𝑇 <∞.



22 3. Регулярность процессов Беллмана–Харриса

Отсюда ∫︁ 𝑥(𝑇 )

0

𝑤(𝑦)𝐽
(︂

1
𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
6 𝑐−1𝐶𝑇 <∞,

что несовместимо с первоначальным условием (16) при 0 < 𝜀 6
𝜓(𝑇 ). Полученное противоречие доказывает регулярность рас-
сматриваемого процесса при выполнении условия (16). Теоре-
ма 15 доказана. �

Лемма 17. Если функция 𝐺−1(𝑡) непрерывна, строго возрас-
тает при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] и для некоторого числа 𝜆 ∈ (0, 1)

lim sup
𝑡→0+

𝐺−1(𝜆𝑡)
𝐺−1(𝑡)

= 𝑐1 < 1, (18)

то найдутся положительные числа 𝑐2 и 𝑡1 ∈ (0, 𝑡0] такие, что

𝑐2𝑡𝐺−1(𝑡) 6 𝐽(𝑡) 6 𝑡𝐺−1(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1].

Доказательство. Оценка сверху следует из определения
функции 𝐽(𝑡). Для доказательства оценки снизу нужно восполь-
зоваться цепочкой оценок

𝐽(𝑡) =
∫︁ 𝐺−1(𝑡)

0

𝐺(𝑢)𝑑𝑢 >
∫︁ 𝐺−1(𝑡)

𝐺−1(𝜆𝑡)

𝐺(𝑢) 𝑑𝑢

> 𝐺 (𝐺−1(𝜆𝑡)) (𝐺−1(𝑡)−𝐺−1(𝜆𝑡))

= 𝜆𝑡 (𝐺−1(𝑡)−𝐺−1(𝜆𝑡)) > 𝜆𝑡𝐺−1(𝑡)2−1(1− 𝑐1),

справедливой для всех достаточно малых значений 𝑡. �

Замечание 18. Зафиксируем число 𝛼 > 0. Условия лем-
мы 17 выполнены, например, если 𝐺−1(𝑡) ∼ 𝑡𝛼 при 𝑡 → 0+, и
не выполнены, если 𝐺−1(𝑡) ∼ | log 𝑡|𝛼 при 𝑡→ 0+.

Теорема 19. Пусть выполнены условия теоремы 15, а функ-
ция 𝐺−1(𝑡) удовлетворяет условию (18). Если∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
= ∞

для любого 𝜀 > 0, то соответствующий (𝐺, 𝑓)-процесс регуля-
рен.
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Доказательство. Утверждение теоремы легко следует из
теоремы 15 и соотношения∫︁ 𝜀

0

𝑤(𝑦)𝐽
(︂

1
𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
= ∞⇐⇒

∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
= ∞,

вытекающего из леммы 17. �

Теорема 20. Пусть 𝐺(0) = 0, функция 𝐺(𝑡) непрерывна
в правой окрестности [0,∆], 0 < ∆ < 1, точки ноль и, кроме
того, 𝑓(0) = 0, функция 𝑡𝐺−1(𝑡) выпукла при 𝑡 ∈ [0, 𝑡0] и суще-
ствуют положительные константы 𝑐1 , 𝑐2 и 𝜃 такие, что

0 < 𝑐2 6 lim inf
𝑡→0+

𝐺−1(𝑡)
𝐺−1((1 + 𝜃)𝑡)

6 lim sup
𝑡→0+

𝐺−1(𝑡)
𝐺−1((1 + 𝜃)𝑡)

= 𝑐1 < 1.

(19)
Условие ∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
= ∞ (20)

для любого 𝜀 > 0 необходимо и достаточно для регулярности
соответствующего (𝐺, 𝑓)-процесса.

Доказательство. Достаточность этого условия для регу-
лярности процесса была установлена в теореме 19.

Для доказательства необходимости заметим, что если выпол-
нено условие (19), то найдется число 𝜀1 > 0 такое, что 𝐺−1(𝑡) >
2−1𝑐2𝐺−1((1 + 𝜃)𝑡) при 𝑡 ∈ [0, 𝜀1]. Если теперь∫︁ 𝜀2

0

𝐺−1

(︂
1

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
<∞

для некоторого 𝜀2 ∈ (0, 1), то при 𝜀 := min{1/𝑤(𝜀1), 𝜀2}∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1 + 𝜃

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
<∞,

что в силу теоремы 14 обеспечивает нерегулярность процесса. �

Теорема 21. Для любой функции распределения 𝐺(𝑡), удо-
влетворяющей условию 𝐺(0+) = 0 и положительной при 𝑡 > 0,
найдется производящая функция числа непосредственных по-
томков 𝑓(𝑠) такая, что соответствующий (𝐺, 𝑓)-процесс нере-
гулярен.
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Доказательство. Положим 𝑏𝑘 := 𝐺(2−𝑘) > 0 и зафиксиру-
ем число 𝜆1 ∈ (0, 𝑏1/2). Пусть, далее, последовательность дей-
ствительных чисел 𝜆𝑘 ∈ (0, 1), 𝑘 = 1, 2, . . . , такова, что

∞∏︁
𝑘=1

𝜆𝑘 > 0,

а набор {𝑛𝑘, 𝑘 > 1} возрастающих натуральных чисел таков, что

1−
(︂

1− 𝑏𝑘
2𝑘

)︂𝑛𝑘−1

> 𝜆𝑘

для всех 𝑘 > 2. Положим теперь

𝑓(𝑠) =
∞∑︁

𝑘=1

2−𝑘𝑠𝑛𝑘 , 1 6 𝑛1 < 𝑛2 < · · ·

и покажем, что процесс Беллмана–Харриса 𝑍 = {𝑍(𝑡), 𝑡 > 0},
задаваемый указанными выше функциями 𝐺(𝑡) и 𝑓(𝑠), нерегуля-
рен.

Заметим, что в силу условия 𝑓(0) = 0, количество частиц
в анализируемом (𝐺, 𝑓)-процессе не убывает с ростом 𝑡. Наряду
с процессом 𝑍 рассмотрим процесс 𝑍* = {𝑍*(𝑡), 𝑡 > 0}, который
строится путем следующей процедуры “прореживания” частиц
исходного процесса. Частица 𝑘-го поколения процесса 𝑍 уничто-
жается (не включается в процесс 𝑍*) вместе с ее потомками всех
последующих поколений, если длительность ее жизни превосхо-
дит 2−𝑘. Если же длительность жизни какой-либо частицы 𝑘-го
поколения не превосходит 2−𝑘, то ее непосредственные потомки
включаются в процесс 𝑍* лишь в том случае, если рассматрива-
емая частица породила в момент гибели ровно 𝑛𝑘 новых частиц.

Ясно, что при таком прореживании 𝑍(𝑡) > 𝑍*(𝑡) при любом
𝑡 > 0. Кроме того,

P
(︂
𝑍*
(︂

1
2

)︂
> 𝑛1

)︂
> 𝐺(2−1)/2 = 𝑏1/2 > 𝜆1,



3. Регулярность процессов Беллмана–Харриса 25

что в свою очередь влечет

P
(︂
𝑍*
(︂

1
2

+
1
22

)︂
= 𝑛2

)︂
= P

(︂
𝑍*
(︂

1− 1
22

)︂
> 𝑛2

)︂
>

∞∑︁
𝑗=𝑛1

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
22

)︂
> 𝑛2;𝑍*

(︂
1− 1

2

)︂
= 𝑗

)︂

=
∞∑︁

𝑗=𝑛1

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
22

)︂
> 𝑛2

⃒⃒⃒
𝑍*
(︂

1− 1
2

)︂
= 𝑗

)︂

×P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2

)︂
= 𝑗

)︂
>

∞∑︁
𝑗=𝑛1

(︃
1−

(︂
1− 𝐺(2−2)

22

)︂𝑗
)︃

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2

)︂
= 𝑗

)︂

>

(︂
1−

(︂
1− 𝑏2

22

)︂𝑛1
)︂

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2

)︂
> 𝑛1

)︂
> 𝜆2𝜆1.

Отсюда, используя индукцию, получаем, что для всех 𝑘 > 3

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘

)︂
> 𝑛𝑘

)︂
>

∞∑︁
𝑗=𝑛𝑘−1

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘

)︂
> 𝑛𝑘;𝑍*

(︂
1− 1

2𝑘−1

)︂
= 𝑗

)︂

=
∞∑︁

𝑗=𝑛𝑘−1

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘

)︂
> 𝑛𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘−1

)︂
= 𝑗

)︂

×P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘−1

)︂
= 𝑗

)︂
>

∞∑︁
𝑗=𝑛𝑘−1

(︃
1−

(︂
1− 𝐺(2−𝑘)

2𝑘

)︂𝑗
)︃

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘−1

)︂
= 𝑗

)︂

>

(︂
1−

(︂
1− 𝑏𝑘

2𝑘

)︂𝑛𝑘−1
)︂

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘−1

)︂
> 𝑛𝑘−1

)︂
>

𝑘∏︁
𝑖=1

𝜆𝑖.
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Следовательно,

P (𝑍(1) = ∞) > lim
𝑘→∞

P (𝑍*(1) > 𝑛𝑘)

> lim
𝑘→∞

P
(︂
𝑍*
(︂

1− 1
2𝑘

)︂
> 𝑛𝑘

)︂
>

∞∏︁
𝑖=1

𝜆𝑖 > 0. �

Примеры. 1) Если 𝐺−1(𝑡) является правильно меняющейся
функцией в окрестности нуля положительного порядка (см. опре-
деление в разделе 6), то все условия теоремы 20 выполнены, и,
следовательно, условие (20) является необходимым и достаточ-
ным для регулярности таких (𝐺, 𝑓)-процессов.

2) Пусть 𝐺(𝑡) = 𝑒−1/𝑡, 𝑡 > 0. Тогда 𝐺−1(𝑡) = (ln𝑥−1)−1. Далее,
для любой функции 𝑓(𝑠)

𝑤(𝑦) = 𝑦−1(1− 𝑓(1− 𝑦)) 6 𝑦−1, 0 < 𝑦 < 1.

Поэтому для любого 𝜀 > 0∫︁ 𝜀

0

𝐺−1

(︂
1

𝑤(𝑦)

)︂
𝑑𝑦

𝑦
> −

∫︁ 𝜀

0

𝑑𝑦

𝑦 ln 𝑦
= ∞. (21)

Отсюда и из теоремы 21 вытекает, что условие (20) не являет-
ся, вообще говоря, необходимым и достаточным для регулярности
процесса Беллмана–Харриса.

Ответ на вопрос о том, каковы необходимые и достаточные
условия регулярности ветвящихся процессов Беллмана–Харриса
в общем случае до настоящего времени не известен. Еще бо-
лее сложной является проблема регулярности для процессов
Беллмана–Харриса с несколькими типами частиц. Автору извест-
на в этой связи лишь работа [13], в которой для частного случая
многотипных процессов Беллмана–Харриса указаны условия ре-
гулярности.

4. Классификация процессов
Беллмана–Харриса и асимптотика

математического ожидания числа частиц

Аналогично классификации процессов Гальтона–Ватсона (см.,
например, курс лекций [10]) классификация ветвящихся про-
цессов Беллмана–Харриса основана на свойствах производящей
функции числа непосредственных потомков частиц.



4. Классификация процессов Беллмана–Харриса 27

Определение. (𝐺, 𝑓)-процесс называется надкритическим,
если 𝑚 := 𝑓 ′(1) > 1, критическим, если 𝑚 = 1 и 𝑓 ′′(1) > 0, и
докритическим, если 𝑚 < 1.

Положим 𝐴(𝑡) = E𝑍(𝑡). Дифференцируя обе части соотноше-
ния (1) по 𝑠 в точке 𝑠 = 1, получаем

𝐴(𝑡) = 1−𝐺(𝑡) +𝑚

∫︁ 𝑡

0

𝐴(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺(𝑢). (22)

Ясно, что 𝐴(𝑡) ≡ 1 для критических процессов. Если 𝑚 ̸= 1,
то для изучения свойств функции 𝐴(𝑡) нам потребуются более
сложные рассуждения.

Пусть 𝐺*𝑘(𝑡) обозначает 𝑘-ю свертку функции 𝐺(𝑡) := 𝐺*1(𝑡)
с собой:

𝐺*0(𝑡) = 𝐼{𝑡 > 0}, 𝐺*𝑘(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝐺(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺*(𝑘−1)(𝑢),

где 𝐼{𝐴} – индикатор события 𝐴. Зафиксируем число 𝛾 > 0 и
рассмотрим функцию

𝑈𝛾(𝑡) :=
∞∑︁

𝑘=0

𝛾𝑘𝐺*𝑘(𝑡).

Лемма 22. Если 𝛾𝐺(0+) < 1, то функция 𝑈𝛾(𝑡) конечна при
всех 𝑡 > 0 и ограничена на любом конечном интервале.

Доказательство. Пусть {𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . } – последователь-
ность независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин с общей функцией распределения 𝐺(𝑡), и пусть 𝑆𝑘 :=
𝜏1 + · · ·+ 𝜏𝑘. Тогда при 𝜃 > 0

𝛾𝑘𝐺*𝑘(𝑡) = 𝛾𝑘P (𝑆𝑘 6 𝑡) = 𝛾𝑘P
(︀
𝑒−𝜃𝑆𝑘 > 𝑒−𝜃𝑡

)︀
6 𝑒𝜃𝑡𝛾𝑘

[︀
E𝑒−𝜃𝜏1

]︀𝑘
.

В силу предположений леммы 𝛾𝐺(0+) < 1. Поэтому найдется
число 𝜃 > 0 такое, что 𝑟 := 𝛾E𝑒−𝜃𝜏1 < 1. Последнее влечет

𝑈𝛾(𝑡) 6
𝑒𝜃𝑡

1− 𝑟
<∞. (23)

Рассмотрим теперь уравнение

𝐻(𝑡) = ℎ(𝑡) + 𝛾

∫︁ 𝑡

0

𝐻(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺(𝑢), (24)
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где ℎ(𝑡) – известная ограниченная измеримая функция на [0,∞),
а 𝐻(𝑡) – неизвестная функция.

Нетрудно проверить, что функция

𝐻(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

0

ℎ(𝑡− 𝑢) 𝑑𝑈𝛾(𝑢)

является решением уравнения (24). Оказывается, что других “хо-
роших” решений у уравнения (24) нет.

Лемма 23. Уравнение (24) имеет единственное решение,
ограниченное на конечных интервалах.

Доказательство. Предположим, что найдутся два решения
𝐻1(𝑡) и 𝐻2(𝑡) уравнения (24). Положим

∆(𝑡) := |𝐻1(𝑡)−𝐻2(𝑡)| .

Тогда

∆(𝑡) 6 𝛾
∫︁ 𝑡

0

∆(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺(𝑢)

и, следовательно,

∆(𝑡) 6 𝛾𝑘

∫︁ 𝑡

0

∆(𝑡− 𝑢)𝑑𝐺*𝑘(𝑢) 6 𝛾𝑘𝐺*𝑘(𝑡) sup
06𝑢6𝑡

∆(𝑢).

Поскольку 𝛾𝑘𝐺*𝑘(𝑡) → 0 при 𝑘 →∞ в силу оценки (23), и, кроме
того, sup06𝑢6𝑡 ∆(𝑢) 6 𝐶 <∞, мы видим, что ∆(𝑡) = 0 для любого
𝑡 > 0, что и требовалось. �

Для функции 𝑦(𝑡), 𝑡 > 0, и числа 𝛿 > 0 положим

𝑠𝑛(𝛿) = sup
𝑛𝛿6𝑡<(𝑛+1)𝛿

𝑦(𝑡), 𝑠
¯𝑛(𝛿) = inf

𝑛𝛿6𝑡<(𝑛+1)𝛿
𝑦(𝑡).

Определение. Функция 𝑦(𝑡), 𝑡 > 0, называется непосред-
ственно интегрируемой по Риману, если для достаточно малых
значений 𝛿 > 0 ряды

∑︀∞
𝑛=0 𝑠𝑛(𝛿) и

∑︀∞
𝑛=0 𝑠¯𝑛(𝛿) сходятся и, кроме

того,

lim
𝛿→0

𝛿

∞∑︁
𝑛=0

(𝑠𝑛(𝛿)− 𝑠
¯𝑛(𝛿)) = 0.
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Примеры функций, непосредственно интегрируемых
по Риману. 1) функция 𝑦(𝑡) неотрицательна, ограничена, не-
прерывна и

∞∑︁
𝑛=0

𝑠𝑛(1) <∞;

2) функция 𝑦(𝑡) неотрицательна, убывает и интегрируема по
Риману в обычном смысле;

3) функция 𝑦(𝑡) интегрируема по Риману в обычном смысле и
ограничена (по модулю) функцией, непосредственно интегрируе-
мой по Риману.

Пример функции, не являющейся непосредственно
интегрируемой по Риману, но интегрируемой по Рима-
ну в обычном смысле. Пусть график функции 𝑦(𝑡) образован
отрезками оси 𝑋 и и треугольниками с высотами 𝑦𝑛 := 𝑛 и ос-
нованиями 𝜇𝑛 := 𝑛−3, середины которых расположены в точках
𝑛 = 2, 3, . . . . Ясно, что lim𝑛→∞ 𝑦𝑛 = ∞ и∫︁ ∞

0

𝑦(𝑡) 𝑑𝑡 =
1
2

∞∑︁
𝑛=2

𝑦𝑛𝜇𝑛 =
1
2

∞∑︁
𝑛=2

1
𝑛2

<∞.

Очевидно, что в этом случае

∞∑︁
𝑛=0

𝑠𝑛(1) > lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = ∞

и, следовательно,
∑︀∞

𝑛=0 𝑠𝑛(𝛿) = ∞ для любого 𝛿 ∈ (0, 1]. Таким
образом, указанная функция не является непосредственно инте-
грируемой по Риману.

Определение. Функция распределения 𝐵(𝑡) = P(𝜁 6 𝑡) слу-
чайной величины 𝜁 называется решетчатой с шагом 𝑎 и сдвигом 𝑏,
если носитель распределения случайной величины 𝜁 содержится
во множестве {𝑏+𝑎𝑘, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . }, причем число 𝑎 является
максимальным среди обладающих указанным свойством.

Вернемся теперь к уравнению восстановления (24).

Теорема 24. Пусть 𝛾 = 1 и 𝜇 = E𝜏 =
∫︀∞
0
𝑡 𝑑𝐺(𝑡) 6∞. Тогда

1) если существует предел

lim
𝑡→∞

ℎ(𝑡) = ℎ,
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то

lim
𝑡→∞

𝐻(𝑡)
𝑡

=
ℎ

𝜇
;

2) если функция ℎ(𝑡) непосредственно интегрируема по Ри-
ману и распределение 𝐺(𝑡) нерешетчато, то

lim
𝑡→∞

𝐻(𝑡) =
1
𝜇

∫︁ ∞

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑢.

Доказательство теоремы 24, называемой обычно теоремой вос-
становления, выходит за рамки нашего курса и может быть най-
дено, например, в главе XI книги [20].

Определение. Мальтусовским параметром для пары (𝛾,𝐺),
где число 𝛾 > 0, а 𝐺(𝑡) – функция распределения, называется
корень 𝛼 уравнения

𝛾

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢) = 1, (25)

если таковой существует.

Отметим, что уравнение (25) имеет решение для любого 𝛾 > 1.

Теорема 25. Если функция 𝐺(𝑡) не является решетчатой,
пара (𝛾,𝐺) имеет мальтусовский параметр 𝛼, а функция
𝑒−𝛼𝑡ℎ(𝑡) непосредственно интегрируема по Риману, то решение
уравнения (24) имеет следующее представление при 𝑡→∞:

𝐻(𝑡) ∼ 𝑒𝛼𝑡

∫︀∞
0
𝑒−𝛼𝑢ℎ(𝑢) 𝑑𝑢

𝛾
∫︀∞
0
𝑢𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢)

.

Доказательство. Положим

𝐻𝛼(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡𝐻(𝑡)

и

𝐺𝛼(𝑡) = 𝛾

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢).
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Тогда

𝐻𝛼(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡ℎ(𝑡) + 𝛾

∫︁ 𝑡

0

𝐻(𝑡− 𝑢)𝑒−𝛼𝑡 𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑒−𝛼𝑡ℎ(𝑡) + 𝛾

∫︁ 𝑡

0

𝐻𝛼(𝑡− 𝑢)𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑒−𝛼𝑡ℎ(𝑡) +
∫︁ 𝑡

0

𝐻𝛼(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺𝛼(𝑢).

Отсюда и из теоремы 24 следует, что

lim
𝑡→∞

𝐻𝛼(𝑡) =
1
𝜇𝛼

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑢ℎ(𝑢) 𝑑𝑢,

где

𝜇𝛼 = 𝛾

∫︁ ∞

0

𝑢𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢).

Теорема доказана. �

Вспоминая теперь, что

𝐴(𝑡) = 1−𝐺(𝑡) +𝑚

∫︁ 𝑡

0

𝐴(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺(𝑢),

заключаем, что если функция распределения 𝐺(𝑡) нерешетчата,
𝑚 > 1 и 𝛼 – мальтусовский параметр для пары (𝑚,𝐺), то

𝐴(𝑡) ∼ 𝑒𝛼𝑡

∫︀∞
0
𝑒−𝛼𝑢(1−𝐺(𝑢)) 𝑑𝑢

𝑚
∫︀∞
0
𝑢𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢)

= 𝑒𝛼𝑡 𝑚− 1
𝛼𝑚2

∫︀∞
0
𝑢𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢)

(26)

(проверьте, что функция 𝑒−𝛼𝑡(1−𝐺(𝑡)) непосредственно интегри-
руема по Риману!).

Асимптотическое представление (26) справедливо и в случае
𝑚 < 1, в предположении, что мальтусовский параметр 𝛼 для пары
(𝑚,𝐺) существует, функция распределения 𝐺 нерешетчата и∫︁ ∞

0

𝑢𝑒−𝛼𝑢 𝑑𝐺(𝑢) <∞.

Наша следующая цель - доказательство условной предельной
теоремы о распределении числа частиц 𝑍(𝑡) в критическом вет-
вящемся процессе Беллмана–Харриса при условии 𝑍(𝑡) > 0 и
𝑡 → ∞. Для этого нам понадобится аналогичное утверждение о
предельном распределении числа частиц 𝑍𝑛 в критическом ветвя-
щемся процессе Гальтона–Ватсона при условии 𝑍𝑛 > 0 и 𝑛→∞.
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5. Условная предельная теорема для
критических процессов Гальтона–Ватсона

5.1. Предельная теорема в дробно-линейном слу-
чае. Напомним, что ветвящийся процесс Гальтона–Ватсона – это
частный случай процесса Беллмана–Харриса, в котором продол-
жительность жизни каждой частицы равна единице. Положим
𝑓0(𝑠) = 𝑠, и пусть

𝑓𝑛(𝑠) = 𝑓(𝑓𝑛−1(𝑠)), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

– последовательность итераций функции 𝑓(𝑠).
Рассмотрим сначала критический ветвящийся процесс Галь-

тона–Ватсона с дробно-линейной производящей функций числа
потомков

𝑓(𝑠) = E𝑠𝜉 = 𝑟 + (1− 𝑟)
𝑞

1− 𝑝𝑠
, (27)

где 𝑝+ 𝑞 = 1, 𝑟 ∈ [0, 1), а

E𝜉 = 𝑓 ′(1) = (1− 𝑟)
𝑝

𝑞
= 1.

Ясно, что в этом случае дисперсия числа потомков 𝜎2 := E𝜉2 −
(E𝜉)2 имеет вид

𝜎2 = E𝜉(𝜉 − 1) = 𝑓 ′′(1) = 2(1− 𝑟)
𝑝2

𝑞2
= 2

𝑝

𝑞
.

Замечая, что

1
1− 𝑓(𝑠)

− 1
1− 𝑠

=
1− 𝑝𝑠

(1− 𝑟)𝑝 (1− 𝑠)
− 1

1− 𝑠

=
1− 𝑝𝑠

𝑞 (1− 𝑠)
− 1

1− 𝑠
=
𝑝

𝑞
=
𝜎2

2
,

получаем

1
1− 𝑓𝑛(𝑠)

=
1

1− 𝑓(𝑓𝑛−1(𝑠))
− 1

1− 𝑓𝑛−1(𝑠)
+

1
1− 𝑓𝑛−1(𝑠)

=
𝜎2

2
+

1
1− 𝑓𝑛−1(𝑠)

= · · · =
𝑛𝜎2

2
+

1
1− 𝑠

.
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Таким образом,

1− 𝑓𝑛(𝑠) =
1

𝑛𝜎2

2 + 1
1−𝑠

и, в частности,

P (𝑍𝑛 > 0) = 1− 𝑓𝑛(0) =
1

𝑛𝜎2

2 + 1
. (28)

Теорема 26. Если производящая функция 𝑓(𝑠) числа потом-
ков частиц в критическом процессе Гальтона–Ватсона имеет
представление (27), то

P (𝑍𝑛 > 0) ∼ 2
𝑛𝜎2

, 𝑛→∞, (29)

и, кроме того, для любого 𝑥 > 0

lim
𝑛→∞

P
(︂

2𝑍𝑛

𝑛𝜎2
6 𝑥

⃒⃒⃒
𝑍𝑛 > 0

)︂
= 1− 𝑒−𝑥. (30)

Доказательство. Соотношение (29) следует из (28). Для до-
казательства равенства (30) заметим, что

E
[︀
𝑠𝑍𝑛 |𝑍𝑛 > 0

]︀
=

E
[︀
𝑠𝑍𝑛 ;𝑍𝑛 > 0

]︀
P (𝑍𝑛 > 0)

=
E
[︀
𝑠𝑍𝑛
]︀
−E

[︀
𝑠𝑍𝑛 ;𝑍𝑛 = 0

]︀
P (𝑍𝑛 > 0)

=
𝑓𝑛(𝑠)− 𝑓𝑛(0)

1− 𝑓𝑛(0)
=
(︂
𝑛𝜎2

2
+ 1
)︂

𝑠

(1− 𝑠)
(︀

𝑛𝜎2

2 + 1
)︀ (︁

𝑛𝜎2

2 + 1
1−𝑠

)︁
=

𝑠(︀
𝑛𝜎2

2 (1− 𝑠) + 1
)︀ .

Отсюда для 𝜆 > 0 получаем

lim
𝑛→∞

E
[︂
exp

{︂
−2𝜆𝑍𝑛

𝑛𝜎2

}︂ ⃒⃒⃒
𝑍𝑛 > 0

]︂
=

= lim
𝑛→∞

exp
{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀(︀
𝑛𝜎2

2 (1− exp
{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀
) + 1

)︀
=

1
1 + 𝜆

=
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥 =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑑(1− 𝑒−𝑥),

что и требовалось. �
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Лемма 27. Если ℎ(𝑠) и 𝑔(𝑠) – две вероятностные производя-
щие функции такие, что

ℎ′(1) = 𝑔′(1) = 1

и
𝜎2

ℎ := ℎ′′(1) < 𝜎2
𝑔 := 𝑔′′(1),

то найдутся натуральные числа 𝑛1 и 𝑛2 такие, что

ℎ𝑛+𝑛1(𝑠) 6 𝑔𝑛+𝑛2(𝑠)

для всех 0 6 𝑠 6 1 и 𝑛 > 1.

Доказательство. Разлагая функции ℎ(𝑠) и 𝑔(𝑠) по формуле
Тейлора до второго члена, находим, что

ℎ(𝑠) = 1− (1− 𝑠) +
ℎ′′(𝜃)

2
(1− 𝑠)2 = 𝑠+

ℎ′′(𝜃)
2

(1− 𝑠)2

и
𝑔(𝑠) = 𝑠+

𝑔′′(𝜃1)
2

(1− 𝑠)2 ,

где 𝜃, 𝜃1 ∈ (𝑠, 1). Отсюда и из условий леммы вытекает существо-
вание интервала 0 < 𝑠0 6 𝑠 < 1, в котором

ℎ(𝑠) 6 𝑔(𝑠).

Поскольку ℎ′(1) = 𝑔′(1) = 1, то ℎ(𝑠) > 𝑠 и 𝑔(𝑠) > 𝑠 при всех
𝑠 ∈ [0, 1]. Следовательно,

ℎ𝑛(𝑠) 6 𝑔𝑛(𝑠)

для 𝑠 ∈ [𝑠0, 1]. Более того, для таких значений 𝑠

ℎ𝑛+𝑛1(𝑠) 6 𝑔𝑛+𝑛2(𝑠)

при любых 𝑛2 > 𝑛1.
Для получения аналогичной оценки при 𝑠 ∈ [0, 𝑠0) обозначим

𝑍𝑛(ℎ) и 𝑍𝑛(𝑔) – количество частиц в момент 𝑛 в ветвящихся про-
цессах с производящими функциями числа потомков ℎ(𝑠) и 𝑔(𝑠),
соответственно, с условием 𝑍0(ℎ) = 𝑍0(𝑔) = 1, и выберем нату-
ральное число 𝑛1 таким, чтобы выполнялось неравенство

𝑠0 6 ℎ𝑛1(0) = P (𝑍𝑛1(ℎ) = 0) ,
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а затем натуральное число 𝑛2 > 𝑛1 так, чтобы

ℎ𝑛1(𝑠0) 6 𝑔𝑛2(0) = P (𝑍𝑛2(𝑔) = 0) .

Такой выбор возможен, поскольку в силу критичности рассмат-
риваемых процессов

lim
𝑛→∞

ℎ𝑛(0) = lim
𝑛→∞

P (𝑍𝑛(ℎ) = 0)

= lim
𝑛→∞

𝑔𝑛(0) = lim
𝑛→∞

P (𝑍𝑛(𝑔) = 0) = 1.

Таким образом, для 𝑠 ∈ [0, 𝑠0)

𝑠0 6 ℎ𝑛1(𝑠) 6 𝑔𝑛2(0) 6 𝑔𝑛2(𝑠)

и, следовательно, для 𝑠 ∈ [0, 𝑠0)

ℎ𝑛+𝑛1(𝑠) = ℎ𝑛(ℎ𝑛1(𝑠)) 6 𝑔𝑛(ℎ𝑛1(𝑠))
6 𝑔𝑛(ℎ𝑛1(𝑠0)) 6 𝑔𝑛(𝑔𝑛2(0)) 6 𝑔𝑛(𝑔𝑛2(𝑠)) = 𝑔𝑛+𝑛2(𝑠).

Лемма доказана. �

5.2. Предельная теорема для критических процессов
Гальтона–Ватсона общего вида. Используя результаты пре-
дыдущего раздела, мы докажем теперь важную теорему для кри-
тических ветвящихся процессов Гальтона–Ватсона с производя-
щей функцией числа непосредственных потомков частиц общего
вида.

Теорема 28. Если производящая функция числа потомков
частиц в процессе Гальтона–Ватсона удовлетворяет условиям

𝑓 ′(1) = 1, 𝑓 ′′(1) = 𝜎2 ∈ (0,∞), (31)

то

lim
𝑛→∞

1
𝑛

(︂
1

1− 𝑓𝑛(𝑠)
− 1

1− 𝑠

)︂
=
𝜎2

2
(32)

равномерно по 𝑠 ∈ [0, 1).

Доказательство. Опираясь на лемму 27, легко проверить,
что для любого 𝜀 ∈ (0, 𝜎2) найдутся дробно-линейные функции
ℎ(𝑠) и 𝑔(𝑠), удовлетворяющие условиям

ℎ′(1) = 𝑔′(1) = 1
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и
ℎ′′(1) = 𝜎2(1− 𝜀), 𝑔′′(1) = 𝜎2(1 + 𝜀),

и натуральные числа 𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 такие, что для всех 𝑛 > 0

1− ℎ𝑛+𝑛1(𝑠) > 1− 𝑓𝑛+𝑛2(𝑠) > 1− 𝑔𝑛+𝑛3(𝑠), 0 6 𝑠 6 1.

Отсюда,

1
𝑛+ 𝑛2

(︂
1

1− 𝑓𝑛+𝑛2(𝑠)
− 1

1− 𝑠

)︂
6

1
𝑛+ 𝑛2

(︂
1

1− 𝑔𝑛+𝑛3(𝑠)
− 1

1− 𝑠

)︂
=
𝑛+ 𝑛3

𝑛+ 𝑛2

𝜎2(1 + 𝜀)
2

.

Аналогично, используя ℎ𝑛+𝑛1(𝑠), получаем

1
𝑛+ 𝑛2

(︂
1

1− 𝑓𝑛+𝑛2(𝑠)
− 1

1− 𝑠

)︂
>
𝑛+ 𝑛1

𝑛+ 𝑛2

𝜎2(1− 𝜀)
2

.

Из этих оценок, устремляя сначала 𝑛→∞, а затем 𝜀→ 0, нетруд-
но вывести (32). �

Теорема 28 является важным этапом доказательства следую-
щей теоремы, описывающей при 𝑛→∞ асимптотическое поведе-
ние вероятности невырождения P (𝑍𝑛 > 0) критических процес-
сов Гальтона–Ватсона и распределения числа 𝑍𝑛 частиц в таких
процессах при условии 𝑍𝑛 > 0.

Теорема 29. Если выполнено условие (31), то при 𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(0) = P (𝑍𝑛 > 0) ∼ 2
𝑛𝜎2

, (33)

и для любого 𝑥 > 0

lim
𝑛→∞

P
(︂

2𝑍𝑛

𝑛𝜎2
6 𝑥

⃒⃒
𝑍𝑛 > 0

)︂
= 1− 𝑒−𝑥. (34)

Доказательство. Полагая 𝑠 := 0 в теореме 28, имеем

lim
𝑛→∞

1
𝑛

(︂
1

1− 𝑓𝑛(0)
− 1
)︂

= lim
𝑛→∞

1
𝑛

1
1− 𝑓𝑛(0)

=
𝜎2

2
,

что доказывает (33).
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Для доказательства (34) заметим, что

E
[︂
exp

{︂
−2𝜆𝑍𝑛

𝑛𝜎2

}︂ ⃒⃒⃒
𝑍𝑛 > 0

]︂
=
𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀
− 𝑓𝑛(0)

1− 𝑓𝑛(0)

= 1−
1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀
1− 𝑓𝑛(0)

.

Полагая 𝑠 := exp
{︀
−2𝜆/(𝑛𝜎2)

}︀
в теореме 28, получаем

1 = lim
𝑛→∞

2
𝑛𝜎2

(︃
1

1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀ − 1
1− exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︃ =

= lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(0)
1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀ − lim
𝑛→∞

2
𝑛𝜎2

1
1− exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀
= lim

𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(0)
1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀ − 1
𝜆
.

Следовательно,

lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀
1− 𝑓𝑛(0)

=
𝜆

1 + 𝜆

и

lim
𝑛→∞

E
[︂
exp

{︂
−2𝜆𝑍𝑛

𝑛𝜎2

}︂ ⃒⃒⃒
𝑍𝑛 > 0

]︂
=

= 1− lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
− 2𝜆

𝑛𝜎2

}︀)︀
1− 𝑓𝑛(0)

=
1

1 + 𝜆
,

что доказывает (34). �

6. Правильно меняющиеся функции и их
свойства

В данном разделе мы изучим некоторые свойства правиль-
но меняющихся функций. Эти свойства будут необходимы при
доказательстве предельных теорем для критических процессов
Беллмана–Харриса. При изложении материала мы будем суще-
ственно опираться на § 9 главы VIII книги [20].
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Определение 1. Положительная функция 𝐿(𝑡), 𝑡 > 𝑇 > 0,
называется медленно меняющейся на бесконечности, если для лю-
бого 𝑥 > 0

𝐿(𝑡𝑥)
𝐿(𝑡)

→ 1, 𝑡→∞.

Определение 2. Положительная функция 𝑅(𝑡), 𝑡 > 𝑇 > 0,
называется правильно меняющейся на бесконечности порядка 𝜌 ∈
(−∞,+∞), если для любого 𝑥 > 0

𝑅(𝑡𝑥)
𝑅(𝑡)

→ 𝑥𝜌, 𝑡→∞. (35)

В дальнейшем для краткости мы будем писать 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(𝜌),
если для функции 𝑅(𝑡) выполнено свойство (35).

Функция 𝑟(𝑧) называется правильно меняющейся в нуле по-
рядка 𝛾 ∈ (−∞,+∞), если функция 𝑅(𝑡) := 𝑟(𝑡−1) является пра-
вильно меняющейся на бесконечности порядка 𝜌 = −𝛾.

В дальнейшем мы будем изучать лишь свойства функций, пра-
вильно меняющихся на бесконечности. Соответствующие утвер-
ждения для функций, правильно меняющихся в нуле, легко по-
лучить при помощи замены 𝑡→ 𝑧−1.

Примеры медленно и правильно меняющихся функ-
ций. Функции log 𝑡, 1 + 𝑒−𝑡, exp

{︁
(log 𝑡)𝛽

}︁
, 𝛽 ∈ (0, 1), медленно

меняются на бесконечности. Функция

𝑡𝛿
(︀
1 + 𝑎 sin

(︀
2𝜋
√︀

log 𝑡
)︀)︀

правильно меняется на бесконечности для малых значений 𝑎 и
всех 𝛿 ∈ (−∞,+∞).

Простейшие свойства медленно меняющихся функ-
ций. Если 𝐿1(𝑡) и 𝐿2(𝑡) – медленно меняющиеся функции на
бесконечности, то

1) функция 𝐿1(𝑡)+𝐿2(𝑡) медленно меняется на бесконечности,
2) функция 𝐿1(𝑡)𝐿2(𝑡) медленно меняется на бесконечности.
Поскольку второе свойство очевидно, мы докажем лишь пер-

вое свойство.
В силу определения медленно меняющихся функций для фик-

сированного числа 𝑥 > 0 и некоторых функций 𝜀1(𝑥, 𝑡) и 𝜀2(𝑥, 𝑡),
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стремящихся к нулю при 𝑡→∞, имеем

𝐿1(𝑥𝑡) + 𝐿2(𝑥𝑡)
𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)

=
𝐿1(𝑥𝑡)
𝐿1(𝑡)

𝐿1(𝑡)
𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)

+
𝐿2(𝑥𝑡)
𝐿2(𝑡)

𝐿2(𝑡)
𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)

= (1 + 𝜀1(𝑥, 𝑡))
𝐿1(𝑡)

𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)
+ (1 + 𝜀2(𝑥, 𝑡)

𝐿2(𝑡)
𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)

= 1 + 𝜀1(𝑥, 𝑡)
𝐿1(𝑡)

𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)
+ 𝜀2(𝑥, 𝑡)

𝐿2(𝑡)
𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)

.

Отсюда следует, что

lim
𝑡→∞

𝐿1(𝑥𝑡) + 𝐿2(𝑥𝑡)
𝐿1(𝑡) + 𝐿2(𝑡)

= 1. �

Перейдем теперь к более тонким свойствам медленно меняю-
щихся функций.

Для медленно меняющейся функции 𝐿(𝑡) положим

𝐿̂𝑝(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

𝑇

𝑦𝑝𝐿(𝑦) 𝑑𝑦, 𝐿*𝑝(𝑡) :=
∫︁ ∞

𝑡

𝑦𝑝𝐿(𝑦) 𝑑𝑦. (36)

Теорема 30. Интегралы в (36) сходятся на бесконечности
при 𝑝 < −1 и расходятся при 𝑝 > −1. Если 𝑝 > −1, то функция
𝐿̂𝑝(𝑡) ∈ ℛ(𝑝 + 1). Если 𝑝 < −1, то функция 𝐿*𝑝(𝑡) ∈ ℛ(𝑝 + 1).
Последнее верно и при 𝑝 = −1, если только функция 𝐿*−1(𝑡) кор-
ректно определена.

Доказательство. Для фиксированных 𝑥 > 0 и 𝜀 ∈ (0, 1)
выберем величину 𝑦0 так, чтобы соотношение

(1− 𝜀)𝐿(𝑦) 6 𝐿(𝑥𝑦) 6 (1 + 𝜀)𝐿(𝑦)

выполнялось при всех 𝑦 > 𝑦0.
Допустим, что интегралы в (36) сходятся. В этом случае

𝐿*𝑝(𝑥𝑡) = 𝑥𝑝+1

∫︁ ∞

𝑡

𝑦𝑝𝐿(𝑥𝑦) 𝑑𝑦

и, следовательно, при 𝑡 > 𝑦0

(1− 𝜀)𝑥𝑝+1𝐿*𝑝(𝑡) 6 𝐿*𝑝(𝑥𝑡) 6 (1 + 𝜀)𝑥𝑝+1𝐿*𝑝(𝑡).

Поскольку параметр 𝜀 > 0 можно выбрать сколь угодно малым,
то

𝐿*𝑝(𝑥𝑡)
𝐿*𝑝(𝑡)

→ 𝑥𝑝+1, 𝑡→∞,
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что и доказывает правильное изменение функции 𝐿*𝑝(𝑡) на беско-
нечности с параметром 𝑝 + 1. Кроме того, 𝑝 + 1 6 0, поскольку
функция 𝐿*𝑝(𝑡𝑥) монотонно убывает по 𝑥.

Отсюда следует, что при 𝑝 > −1 второй интеграл в (36) рас-
ходится, что, конечно же, влечет расходимость и первого из ин-
тегралов в (36) при 𝑝 > −1.

Допустим теперь, что интегралы в (36) расходятся. Тогда для
𝑡 > 𝑦0

𝐿̂𝑝(𝑥𝑡) = 𝐿̂𝑝(𝑥𝑦0) + 𝑥𝑝+1

∫︁ 𝑡

𝑦0

𝑦𝑝𝐿(𝑥𝑦) 𝑑𝑦

и, следовательно, при 𝑡 > 𝑦0

(1− 𝜀)𝑥𝑝+1𝐿̂𝑝(𝑡) 6 𝐿̂𝑝(𝑥𝑡)− 𝐿̂𝑝(𝑥𝑦0) 6 (1 + 𝜀)𝑥𝑝+1𝐿̂𝑝(𝑡).

Отсюда, разделив все части предыдущего соотношения на 𝐿̂𝑝(𝑡)
и учитывая, что по предположению 𝐿̂𝑝(𝑡) →∞, 𝑡→∞, нетрудно
вывести, что

𝐿̂𝑝(𝑥𝑡)
𝐿̂𝑝(𝑡)

→ 𝑥𝑝+1, 𝑡→∞,

и, следовательно, 𝐿̂𝑝(𝑡) ∈ ℛ(𝑝+ 1). Поскольку функция 𝐿̂𝑝(𝑡𝑥)
монотонно возрастает по 𝑥, то 𝑝 > −1.

Итак, если интегралы в (36) сходятся, то 𝑝 + 1 6 0, если рас-
ходятся, то 𝑝+ 1 > 0. Это доказывает утверждение теоремы для
𝑝+ 1 ̸= 0.

В случае 𝑝 + 1 = 0 возможна как сходимость, так и расходи-
мость интеграла ∫︁ ∞

𝑇

𝐿(𝑦) 𝑑𝑦. (37)

При этом легко проверить, что в случае сходимости верны рас-
суждения, проводившиеся выше для 𝑝 + 1 < 0, а в случае расхо-
димости – для случая 𝑝+ 1 > 0. �

Теорема 31. Если функция 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(𝛾), 𝛾 ∈ (−∞,+∞), и
интеграл

𝑅*𝑝(𝑡) :=
∫︁ ∞

𝑡

𝑦𝑝𝑅(𝑦) 𝑑𝑦

определен, то при 𝑡→∞

𝑡𝑝+1𝑅(𝑡)
𝑅*𝑝(𝑡)

→ 𝜆 := −(𝑝+ 𝛾 + 1) > 0. (38)
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Верно и обратное: если для некоторого 𝜆 > 0 выполнено (38),
то функции 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(−𝜆 − 𝑝 − 1) и 𝑅*𝑝(𝑡) ∈ ℛ(−𝜆). Если со-
отношение (38) выполнено с 𝜆 = 0, то 𝑅*𝑝(𝑡) ∈ ℛ(0), при этом
функция 𝑅(𝑡) не обязана быть правильно меняющейся на беско-
нечности.

Если 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(𝛾), 𝛾 ∈ (−∞,+∞), и

̂︀𝑅𝑝(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

𝑇

𝑦𝑝𝑅(𝑦) 𝑑𝑦,

то для 𝑝+ 1 > −𝛾 при 𝑡→∞

𝑡𝑝+1𝑅(𝑡)̂︀𝑅𝑝(𝑡)
→ 𝜆 := (𝑝+ 𝛾 + 1). (39)

Верно и обратное: если для некоторого числа 𝜆 > 0 выполнено
(39), то 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(𝜆 − 𝑝 − 1) и ̂︀𝑅𝑝(𝑡) ∈ ℛ(𝜆). Если соотношение
(38) выполнено с 𝜆 = 0, то функция ̂︀𝑅𝑝(𝑡) ∈ ℛ(0), т.е. является
медленно меняющейся.

Доказательство. Мы убедимся в справедливости лишь пер-
вой части теоремы, поскольку для доказательства второй части
нужно использовать аналогичные рассуждения. Зададим функ-
цию 𝜂(𝑦), 𝑦 > 0, при помощи соотношение

𝜂(𝑦)
𝑦

:=
𝑦𝑝𝑅(𝑦)
𝑅*𝑝(𝑦)

= −
(︀
𝑅*𝑝(𝑦)

)︀′
𝑅*𝑝(𝑦)

= −
(︀
log𝑅*𝑝(𝑦)

)︀′
.

Для 𝑥 > 1 имеем

log
𝑅*𝑝(𝑡)
𝑅*𝑝(𝑥𝑡)

=
∫︁ 𝑡𝑥

𝑡

𝜂(𝑦)
𝑑𝑦

𝑦
= 𝜂(𝑡)

∫︁ 𝑥

1

𝜂(𝑡𝑠)
𝜂(𝑡)

𝑑𝑠

𝑠
. (40)

Допустим, что 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(𝛾), т.е. 𝑅(𝑡) = 𝑡𝛾𝐿(𝑡) для некоторой мед-
ленно меняющейся функции 𝐿(𝑡). В силу теоремы 30

𝑅*𝑝(𝑡) =
∫︁ ∞

𝑡

𝑦𝑝+𝛾𝐿(𝑦) 𝑑𝑦 ∈ ℛ(𝛾 + 𝑝+ 1),

т.е. 𝑅*𝑝(𝑡) = 𝑡𝛾+𝑝+1𝐿*(𝑡) для некоторой медленно меняющейся
функции 𝐿*(𝑡). Следовательно, отношение

𝜂(𝑦)
𝑦

=
𝑦𝑝𝑅(𝑦)
𝑅*𝑝(𝑦)

=
𝑦𝛾+𝑝𝐿(𝑦)

𝑦𝛾+𝑝+1𝐿*(𝑦)
=

𝐿(𝑦)
𝑦𝐿*(𝑦)
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является правильно меняющейся функцией с параметром −1.
В частности, функция 𝜂(𝑡) является медленно меняющейся при
𝑡 → ∞ и, таким образом, при каждом фиксированном значении
𝑠 > 0 подынтегральное выражение в (40) стремится к 1/𝑠 при
𝑡→∞. Отсюда и из леммы Фату вытекает, что

lim inf
𝑡→∞

∫︁ 𝑥

1

𝜂(𝑡𝑠)
𝜂(𝑡)

𝑑𝑠

𝑠
> log 𝑥.

Поскольку 𝑅*𝑝(𝑡) = 𝑡𝛾+𝑝+1𝐿*(𝑡), то

log
𝑅*𝑝(𝑡)
𝑅*𝑝(𝑥𝑡)

→ 𝜆 log 𝑥, 𝜆 := −(𝛾 + 𝑝+ 1). (41)

Следовательно,

lim sup
𝑡→∞

𝜂(𝑡) = lim sup
𝑡→∞

(︂
log

𝑅*𝑝(𝑡)
𝑅*𝑝(𝑥𝑡)

×
(︂∫︁ 𝑥

1

𝜂(𝑡𝑠)
𝜂(𝑡)

𝑑𝑠

𝑠

)︂−1)︂
6 𝜆.

Значит, функция 𝜂(𝑡) ограничена. Поэтому найдутся последова-
тельность 𝑡𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞, и константа 𝑐 ∈ (0,∞) такие, что
𝜂(𝑡𝑛) → 𝑐, 𝑛 → ∞. Поскольку 𝜂(𝑡) ∈ ℛ(0), то при 𝑛 → ∞ по-
следовательность 𝜂(𝑠𝑡𝑛) → 𝑐 при 𝑛 → ∞ для любого 𝑠 и, кроме
того, эта последовательность ограничена равномерно по 𝑠 ∈ [1, 𝑥].
Отсюда вытекает, что

lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑥

1

𝜂(𝑡𝑛𝑠)
𝑑𝑠

𝑠
= 𝑐 log 𝑥.

В сочетании с (41) и (40) это означает, что 𝑐 = 𝜆. Поскольку
величина 𝑐 не зависит от выбора последовательности 𝑡𝑛, соотно-
шение (38) из первой части теоремы 31 доказано.

Докажем теперь, что если для некоторого 𝜆 > 0 выполнено со-
отношение (38), то функции 𝑅(𝑡) и 𝑅*𝑝(𝑡) правильно меняются на
бесконечности с показателями 𝛾 = −𝜆−𝑝−1 и −𝜆 соответственно.

Действительно, из (38) вытекает, что 𝜂(𝑡) → 𝜆 > 0 при 𝑡→∞.
Значит, обе части соотношения (40) стремятся к 𝜆 log 𝑥 при 𝑡→∞
и, следовательно,

𝑅*𝑝(𝑡)
𝑅*𝑝(𝑥𝑡)

→ 𝑥𝜆, 𝑡→∞,
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что означает правильное изменение функции 𝑅*𝑝(𝑡) на бесконеч-
ности с параметром −𝜆. Отсюда вытекает, что при 𝑡→∞

𝑅(𝑥𝑡)
𝑅(𝑡)

=
1

𝑥𝑝+1

(𝑥𝑡)𝑝+1𝑅(𝑥𝑡)
𝑅*𝑝(𝑥𝑡)

×
𝑅*𝑝(𝑥𝑡)
𝑅*𝑝(𝑡)

×
𝑅*𝑝(𝑡)

𝑡𝑝+1𝑅(𝑡)
→ 𝑥−𝜆−𝑝−1

и, таким образом, при 𝜆 > 0 функция 𝑅(𝑡) ∈ ℛ(−𝜆− 𝑝− 1). �

Следствие 32. Функция 𝐿(𝑡) медленно меняется на беско-
нечности тогда и только тогда, когда она имеет вид

𝐿(𝑡) = 𝑎(𝑡) exp
{︂∫︁ 𝑡

1

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
, (42)

где 𝜀(𝑡) → 0 и 𝑎(𝑡) → 𝑐 ∈ (0,∞) при 𝑡→∞.

Доказательство. Тот факт, что правая часть (42) является
медленно меняющейся функцией на бесконечности, очевиден.

Пусть теперь функция 𝐿(𝑡) медленно меняется на бесконечно-
сти. Используя вторую часто теоремы 31, заключаем, что

𝐿(𝑡)
𝐿̂0(𝑡)

=
1 + 𝜀(𝑡)

𝑡
,

где 𝜀(𝑡) → 0, 𝑡→∞. Таким образом,(︁
log 𝐿̂0(𝑡)

)︁′
=

1 + 𝜀(𝑡)
𝑡

и

𝐿̂0(𝑡) = 𝐿̂0(1)𝑡 exp
{︂∫︁ 𝑡

1

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
=

𝑡𝐿(𝑡)
1 + 𝜀(𝑡)

∼ 𝑡𝐿(𝑡), 𝑡→∞,

что после деления на 𝑡 дает

𝐿(𝑡) ∼ 𝐿̂0(1) exp
{︂∫︁ 𝑡

1

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
,

что и требовалось. �

Как мы видели, медленно меняющиеся функции обладают ря-
дом “хороших” свойств. Однако следующий пример показывает,
что поведение медленно меняющихся функций на бесконечности
может иметь весьма экзотический характер.
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Пример. Пусть

𝑓(𝑡) := (log 𝑡)1/2
(︁

1 + 2 sin
(︁

log1/3 𝑡
)︁)︁

, 𝑡 > 1.

Легко проверить, что

𝑓 ′(𝑡) =
1
𝑡

(︃
1 + 2 sin(ln

1
3 𝑡)

2 ln1/2 𝑡
+

2 cos(ln
1
3 𝑡)

3 ln
1
6 𝑡

)︃
=:

𝜀(𝑡)
𝑡
,

где 𝜀(𝑡) → 0 при 𝑡→∞. Поскольку 𝑓(1) = 0, то

𝑓(𝑡) =
∫︁ 𝑡

1

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦.

Отсюда и из следствия 32 вытекает, что функция

𝐿(𝑡) := 𝑒𝑓(𝑡) = exp
{︂∫︁ 𝑡

1

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
является медленно меняющейся на бесконечности, но при этом

lim
𝑛→∞

𝐿(𝑡𝑛) = +∞, 𝑡𝑛 := exp{𝜋3(1/2 + 2𝑛)3}, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,

и

lim
𝑛→∞

𝐿(𝑡*𝑛) = 0, 𝑡*𝑛 := exp{𝜋3(1/2 + 2𝑛+ 1)3}, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Таким образом, медленно меняющиеся функции могут сильно
осциллировать. Однако, как показывает следующее утверждение,
такого рода осцилляции не могут быть слишком частыми.

Следствие 33. Если функция 𝐿(𝑡) медленно меняется на
бесконечности, то

𝐿(𝑥𝑡)
𝐿(𝑡)

→ 1, 𝑡→∞,

равномерно по 𝑥 из любого конечного интервала [𝑏1, 𝑏2] ⊂ (0,∞).

Доказательство. Не ограничивая общности будем предпо-
лагать, что 0 < 𝑏1 < 1 < 𝑏2 < ∞. Пусть sign(𝑦) = 1 при 𝑦 > 0 и
sign(𝑦) = −1 при 𝑦 6 0. Используя представление для медленно
меняющихся функций, установленное в следствии 32, имеем

𝐿(𝑥𝑡)
𝐿(𝑡)

=
𝑎(𝑥𝑡)
𝑎(𝑡)

exp
{︂∫︁ 𝑥𝑡

𝑡

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
.
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Поскольку lim𝑡→∞ 𝑎(𝑡) = 𝑐 ∈ (0,∞), то при 𝑡→∞

𝑎(𝑥𝑡)
𝑎(𝑡)

→ 1

равномерно по 𝑥 ∈ [𝑏1, 𝑏2] ⊂ (0,∞), в то время как для каждого
𝛿 > 0 и всех 𝑡 > 𝑡0(𝛿)⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥𝑡

𝑡

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
6 sign(𝑥− 1)

∫︁ 𝑥𝑡

𝑡

|𝜀(𝑦)|
𝑦

𝑑𝑦 6 𝛿 log
𝑏2
𝑏1
.

Отсюда вытекает желаемый результат, поскольку 𝛿 > 0 можно
выбрать сколь угодно малым. �

Следствие 34. Для любого 𝛾 > 0 при 𝑡→∞

𝑡𝛾𝐿(𝑡) →∞, 𝑡−𝛾𝐿(𝑡) → 0.

Доказательство. Проверим лишь первую часть утвержде-
ния. Для любых 𝛿 ∈ (0, 𝛾) и 𝑡 > 𝑡0(𝛿) имеем

𝑡𝛾𝐿(𝑡) = 𝑎(𝑡) exp
{︂
𝛾 log 𝑡+

∫︁ 𝑡

1

𝜀(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
> 𝑎(𝑡) exp

{︂
𝛾 log 𝑡− 𝛿

∫︁ 𝑡

1

1
𝑦
𝑑𝑦

}︂
> 𝑎(𝑡) exp {(𝛾 − 𝛿) log 𝑡} = 𝑎(𝑡)𝑡𝛾−𝛿 →∞, 𝑡→∞.

Доказательство закончено. �

Теорема 35. Для любого 𝛾 > 0 и функции 𝑅1(𝑡) = 𝑡𝛾𝐿1(𝑡) ∈
ℛ(𝛾) найдется функция 𝑅2(𝑡) = 𝑡1/𝛾𝐿2(𝑥) ∈ ℛ(1/𝛾) такая, что
при 𝑡→∞

𝑅1(𝑅2(𝑡)) ∼ 𝑡, 𝑅2(𝑅1(𝑡)) ∼ 𝑡,

причем функция 𝑅2(𝑡) асимптотически единственна в том
смысле, что если одно из перечисленных соотношений выполнено
для функции 𝑅3(𝑡) →∞, то 𝑅3(𝑡) ∼ 𝑡1/𝛾𝐿2(𝑡).

Доказательство. Используя следствие 32, запишем функ-
цию 𝐿1(𝑡) в виде

𝐿1(𝑡) = 𝑎1(𝑡) exp
{︂∫︁ 𝑡

𝐶1

𝜀1(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
,
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где 𝑎1(𝑡) → const, 𝑡 → ∞, 𝜀1(𝑡) → 0, 𝑡 → ∞, а константа 𝐶1

выбрана столь большой, чтобы 𝛾 + 𝜀1(𝑦) > 0 при 𝑦 > 𝐶1. Отсюда
следует, что функция 𝑅1(𝑡) имеет представление

𝑅1(𝑡) = 𝐾1(𝑡) exp
{︂∫︁ 𝑡

𝐶1

𝛾 + 𝜀1(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
, 𝑡 > 𝐶1,

где 𝐾1(𝑡) → 𝐶0 ∈ (0,∞), 𝑡→∞. Положим

𝑟1(𝑡) = exp
{︂∫︁ 𝑡

𝐶1

𝛾 + 𝜀1(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
.

Ясно, что эта функция строго возрастает при 𝑡 > 𝐶1, непре-
рывна и имеет при 𝑡 > 𝐶2 := 𝑟1(𝐶1) = 1 обратную функ-
цию 𝑟2(𝑡), обладающую аналогичными свойствами, причем при
𝑡 > 𝐶3 := max{𝐶1, 1}

𝑟1(𝑟2(𝑡)) = 𝑡 = 𝑟2(𝑟1(𝑡)).

Следовательно, при 𝑡 > 𝐶3

𝑟′1(𝑟2(𝑡))𝑟′2(𝑡) = 1 = 𝑟′2(𝑟1(𝑡))𝑟′1(𝑡)

и
𝑟′1(𝑡) = 𝑟1(𝑡)

𝛾 + 𝜀1(𝑡)
𝑡

.

Далее, при 𝑡 > 𝐶3

𝑟′2(𝑟1(𝑡))𝑟1(𝑡)
𝑟2(𝑟1(𝑡))

=
𝑟′2(𝑟1(𝑡))𝑡𝑟′1(𝑡)
𝑡 (𝛾 + 𝜀1(𝑡))

=
𝑟′2(𝑟1(𝑡))𝑟′1(𝑡)

(𝛾 + 𝜀1(𝑡))
=

1
𝛾 + 𝜀1(𝑡)

.

Отсюда, полагая 𝑦 = 𝑟1(𝑡), получаем

𝑦𝑟′2(𝑦)
𝑟2(𝑦)

= 𝛾−1 + 𝜀2(𝑦),

где 𝜀2(𝑦) → 0, 𝑦 →∞. Следовательно, при 𝑡 > 𝐶3

𝑟2(𝑡) = exp
{︂∫︁ 𝑡

𝐶3

𝛾−1 + 𝜀2(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
= 𝑡1/𝛾 exp

{︂∫︁ 𝑡

𝐶3

𝜀2(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
.

Положим

𝑅2(𝑡) := 𝐶
−1/𝛾
0 𝑟2(𝑡) = 𝐶

−1/𝛾
0 𝑡1/𝛾 exp

{︂∫︁ 𝑡

𝐶3

𝜀2(𝑦)
𝑦

𝑑𝑦

}︂
,
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и покажем, что функция 𝑅2(𝑡) и является искомой обратной
функцией для 𝑅1(𝑡).

Действительно, в силу равенства

𝐿1(𝐶−1/𝛾
0 𝑟2(𝑡)) = 𝐿1(𝑟2(𝑡))(1 + 𝑜(1)),

вытекающего при 𝑡 → ∞ из определения медленно меняющихся
функций, справедливы соотношения

𝑅1(𝑅2(𝑡)) = 𝐾1(𝑅2(𝑡))𝑟1(𝑅2(𝑡))

= 𝐾1(𝑅2(𝑡))𝐶−1
0 × (𝑟2(𝑡))𝛾𝐿1(𝐶−1/𝛾

0 𝑟2(𝑡))

∼ (𝑟2(𝑡))𝛾𝐿1(𝐶−1/𝛾
0 𝑟2(𝑡))

∼ (𝑟2(𝑡))𝛾𝐿1(𝑟2(𝑡)) = 𝑟1(𝑟2(𝑡)) = 𝑡.

Аналогично проверяется, что 𝑅2(𝑅1(𝑡)) ∼ 𝑡, 𝑡 → ∞, что доказы-
вает существование функции 𝑅2(𝑡) с заявленными в теореме 35
свойствами.

Установим теперь асимптотическую единственность такой
функции. Если положительная функция 𝑅3(𝑡) такова, что

𝑅1(𝑅3(𝑡)) = 𝑡(1 + 𝜀(𝑡)),

где 𝜀(𝑡) → 0, 𝑡 → ∞, то в силу свойств функций, правильно ме-
няющихся на бесконечности, имеем

𝑅2(𝑡) ∼ 𝑅2 (𝑡 (1 + 𝜀(𝑡))) = 𝑅2(𝑅1(𝑅3(𝑡))) ∼ 𝑅3(𝑡), 𝑡→∞. �

7. Свойства преобразований Лапласа и
тауберовы теоремы

В данном разделе мы займемся изучением свойств преобразо-
ваний Лапласа распределений и мер, а также связи асимптотиче-
ского поведения мер и их плотностей на бесконечности с асимпто-
тическим поведением их преобразований Лапласа в окрестности
нуля. Наше изложение во многом опирается на главу XIII кни-
ги [20].

Пусть 𝐹 – собственная или несобственная функция распре-
деления случайной величины 𝑋, сконцентрированной на [0,∞).
Преобразованием Лапласа распределения 𝐹 называется функция
𝜙 (𝜆), 𝜆 > 0, задаваемая равенством

𝜙 (𝜆) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝐹 {𝑑𝑥} = E𝑒−𝜆𝑋 .
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В качестве примеров найдем преобразования Лапласа гамма-
распределения и распределения Пуассона.

1. Преобразование Лапласа гамма-распределения.
Пусть для 𝛼 > 0

𝐹 ′(𝑥) =
𝑥𝛼−1

Γ (𝛼)
𝑒−𝑥, 𝑥 > 0,

где

Γ (𝛼) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑥𝑥𝛼−1 𝑑𝑥.

Тогда

𝜙 (𝜆) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥 𝑥
𝛼−1

Γ (𝛼)
𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =

1
Γ (𝛼)

∫︁ ∞

0

𝑒−(𝜆+1)𝑥𝑥𝛼−1 𝑑𝑥

=
1

Γ (𝛼) (1 + 𝜆)𝛼

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑥𝑥𝛼−1 𝑑𝑥 =
1

(1 + 𝜆)𝛼 .

2. Преобразование Лапласа распределения Пуассона.
Пусть для 𝑎 > 0

P(𝑋 = 𝑘) =
𝑎𝑘

𝑘!
𝑒−𝑎, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Тогда

𝜙 (𝜆) =
∞∑︁

𝑘=0

𝑎𝑘

𝑘!
𝑒−𝑎𝑒−𝜆𝑘 = 𝑒𝑎(𝑒−𝜆−1).

Перечислим некоторые свойства преобразований Лапласа. До-
казательства этих свойств можно найти, например, в главе XIII
книги В. Феллера [20].

Теорема 36 (Единственность). Различным вероятност-
ным распределениям соответствуют различные преобразования
Лапласа.

Теорема 37 (Непрерывность). Пусть 𝐹𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . , –
последовательность вероятностных распределений с преобразо-
ваниями Лапласа 𝜙𝑛 , а 𝐹 – вероятностное распределение (мо-
жет быть, несобственное) с преобразованием Лапласа 𝜙.

Если при 𝑛→∞ последовательность 𝐹𝑛(𝑥) → 𝐹 (𝑥) в каждой
точке 𝑥, в которой распределение 𝐹 непрерывно, то 𝜙𝑛(𝜆) →
𝜙(𝜆) для любого 𝜆 > 0.
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Если 𝜙𝑛(𝜆) сходится при 𝑛 → ∞ к некоторой функции 𝜙(𝜆)
для любого 𝜆 > 0, то 𝜙(𝜆) является преобразованием Лапла-
са распределения 𝐹 (может быть, несобственного) и 𝐹𝑛(𝑥) →
𝐹 (𝑥), 𝑛 → ∞, в каждой точке 𝑥, в которой распределение 𝐹
непрерывно.

Предел будет собственным тогда и только тогда, когда
𝜙(𝜆) → 1 при 𝜆→ 0+.

Напомним, что мерой 𝑈 на борелевской 𝜎-алгебре ℬ (т.е. на
𝜎-алгебре, порожденной открытыми интервалами действитель-
ной оси) называется неотрицательная счетно-аддитивная число-
вая функция на элементах 𝜎-алгебры ℬ такая, что 𝑈{∅} = 0.

Преобразования Лапласа можно определить для мер 𝑈 , со-
средоточенных на полуоси [0,∞), но не обязательно являющихся
вероятностными. Пусть интеграл

𝜔(𝜆) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑈 {𝑑𝑥}

сходится при 𝜆 > 𝑎. Тогда функция 𝜔(𝜆) называется преобразо-
ванием Лапласа меры 𝑈 при 𝜆 > 𝑎. Если мера 𝑈 имеет плотность
𝑢(𝑥), то

𝜔(𝜆) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑢(𝑥) 𝑑𝑥.

Примеры. 1) Для меры 𝑈{[0, 𝑥]} = 𝑥𝜌, 𝑥 > 0, 𝜌 > 0, имеем
𝑢(𝑥) = 𝜌𝑥𝜌−1. При этом

1
𝜆𝜌

=
1

Γ (𝜌+ 1)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑥𝜌 =
1

Γ(𝜌)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑥𝜌−1 𝑑𝑥.

2) Преобразование Лапласа вероятностной меры 𝑈 , имеющей
единичный атом в нуле:

𝑈{0} = 1, 𝑈{(−∞,∞) ∖ {0}} = 0.

Ясно, что преобразование Лапласа такой меры тождественно рав-
но 1.

3) Для меры 𝑈 с плотностью 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑥 > 0, функция

𝜔(𝜆) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 =
1

𝜆− 1

является преобразованием Лапласа при 𝜆 > 1.
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Определение 3. Будем говорить, что открытый интервал
𝐼 := (𝑎, 𝑏) ⊂ (−∞,∞) является интервалом непрерывности для
меры 𝑈 , если в точках 𝑎, 𝑏 нет атомов этой меры.

Определение 4. Будем говорить, что последовательность
мер 𝑈𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . , сходится при 𝑛 → ∞ к мере 𝑈 , и писать
𝑈𝑛 → 𝑈 , если для любого открытого конечного интервала непре-
рывности 𝐼 ⊂ (−∞,∞) меры 𝑈 числовая последовательность
𝑈𝑛{𝐼} → 𝑈{𝐼} при 𝑛→∞.

Теорема 38 (Обобщенная теорема непрерывности для пре-
образований Лапласа). Пусть 𝑈𝑛 , 𝑛 = 1, 2, . . . , – последователь-
ность мер, сосредоточенных на полуоси [0,∞) и имеющих преоб-
разования Лапласа 𝜔𝑛 . Если существует число 𝑎 > 0 такое, что
для любого 𝜆 > 𝑎 последовательность 𝜔𝑛(𝜆) сходится к некото-
рой функции 𝜔(𝜆) при 𝑛 → ∞, то 𝜔 является преобразованием
Лапласа некоторой меры 𝑈 , причем 𝑈𝑛{𝐼} → 𝑈{𝐼} при 𝑛 → ∞
для любого ограниченного интервала непрерывности меры 𝑈 .

Если 𝑈𝑛{𝐼} → 𝑈{𝐼} при 𝑛 → ∞ для любого ограниченного
интервала непрерывности меры 𝑈 с преобразованием Лапласа 𝜔,
а последовательность {𝜔𝑛 (𝑎)} ограничена для некоторого 𝑎 > 0,
то 𝜔𝑛(𝜆) → 𝜔(𝜆) для любого 𝜆 > 𝑎.

Требование ограниченности необходимо. Действительно, пусть
для 𝑛 = 1, 2, . . . мера 𝑈𝑛{𝑛} = 𝑒𝑛 ln 𝑛 и 𝑈𝑛{(−∞,∞) ∖ {𝑛}} = 0.
Тогда 𝑈𝑛 → 0 при 𝑛→∞, в то время как 𝜔𝑛 (𝜆) = 𝑒𝑛(ln 𝑛−𝜆) →∞
при 𝑛→∞ для любого 𝜆 > 0.

Сформулируем теперь важную теорему о сходимости произ-
вольных положительных числовых мер (не обязательно вероят-
ностных или даже ограниченных).

Теорема 39 (Теорема Хелли о выборе). Пусть 𝑈𝑛 , 𝑛 =
1, 2, . . . , – последовательность мер такая, что при каждом
𝑥 > 0 числовая последовательность 𝑈𝑛{(−𝑥, 𝑥)}, 𝑛 = 1, 2, . . . ,
ограничена. Тогда существует мера 𝑈 и последовательность
𝑛𝑘 →∞, 𝑘 →∞, такие, что 𝑈𝑛𝑘

→ 𝑈 , 𝑘 →∞.

Доказательство. Для натурального числа 𝑁 и 𝑥 > −𝑁 по-
ложим 𝐻𝑁,𝑛(𝑥) = 𝑈𝑛{(−𝑁, 𝑥)}. Пусть, далее, 𝒜 := {𝑎𝑚, 𝑚 =
1, 2, . . . , } – произвольная последовательность чисел, всюду плот-
ная на оси (−∞,∞). Поскольку последовательность 𝐻𝑁,𝑛(𝑎𝑚),
𝑛 = 1, 2, . . . , ограничена при каждом фиксированном 𝑁 , то, ис-
пользуя стандартный диагональный метод, нетрудно показать,
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что найдется последовательность 𝑛𝑘(1) → ∞, 𝑘 → ∞, такая, что
для каждого 𝑎𝑚 ∈ 𝒜 ∩ (−1,∞) существует предел

𝐺1(𝑎𝑚) := lim
𝑘→∞

𝐻1,𝑛𝑘(1)(𝑎𝑚).

Доопределим функцию 𝐺1(𝑥) в точках 𝑥, не принадлежащих на-
бору 𝒜 ∩ (−1,∞), соотношением

𝐺1(𝑥) := inf{𝐺1(𝑎𝑚) : 𝑎𝑚 > 𝑥}.

Ясно, что на множестве (−1,∞) функция 𝐺1(𝑥) является воз-
растающей по 𝑥. Переопределим 𝐺1(𝑥) в точках разрыва (число
таких точек не более, чем счетно) таким образом, чтобы получить
в результате функцию 𝐻1(𝑥), непрерывную справа на (−1,∞) и
такую, что𝐻1(𝑥) совпадает с 𝐺1(𝑥) во всех точках непрерывности
𝐺1(𝑥).

Рассмотрим теперь интервал (−2,∞) и выберем из последо-
вательности {𝑛𝑘(1), 𝑘 = 1, 2, . . . } подпоследовательность 𝑛𝑘(2) →
∞, 𝑘 →∞, такую, что для каждого 𝑎𝑚 ∈ 𝒜∩ (−2,∞) существует
предел

𝐺2(𝑎𝑚) := lim
𝑘→∞

𝐻2,𝑛𝑘(2)(𝑎𝑚)

и, как и ранее, доопределим функцию 𝐺2(𝑥) в точках 𝑥, не при-
надлежащих набору 𝒜 ∩ (−2,∞), соотношением

𝐺2(𝑥) := inf{𝐺2(𝑎𝑚) : 𝑎𝑚 > 𝑥}.

Переопределим 𝐺2(𝑥) в точках разрыва (число таких точек не
более, чем счетно) таким образом, чтобы получить в результа-
те функцию 𝐻2(𝑥), непрерывную справа на (−2,∞) и такую, что
𝐻2(𝑥) совпадает с 𝐺2(𝑥) во всех точках непрерывности 𝐺2(𝑥). По-
вторяя эту процедуру для всех 𝑁 = 1, 2, . . . и проводя процедуру
диагонализации еще раз по отношению к последовательностям
{𝑛𝑘(𝑁), 𝑘 = 1, 2, . . . }, 𝑁 = 1, 2, . . . , мы получим подпоследова-
тельность {𝑛𝑘(∞), 𝑘 = 1, 2, . . . } и последовательность функций
𝐺𝑁 , 𝑁 = 1, 2, . . . , а затем и 𝐻𝑁 , 𝑁 = 1, 2, . . . , таких, что

𝐺𝑁 (𝑎𝑚) := lim
𝑘→∞

𝐻𝑁,𝑛𝑘(∞)(𝑎𝑚), 𝑁 = 1, 2, . . . ,

а в точках 𝑥, не принадлежащих набору 𝒜 ∩ (−𝑁,∞),

𝐺𝑁 (𝑥) := inf{𝐺𝑁 (𝑎𝑚) : 𝑎𝑚 > 𝑥}.
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В силу определения функция 𝐻𝑁 (𝑥) непрерывна справа на
(−𝑁,∞) и совпадает с 𝐺𝑁 (𝑥) во всех точках непрерывности
𝐺𝑁 (𝑥). Ясно, что функции 𝐻𝑁 , 𝑁 = 1, 2, . . . , согласованы так,
что для любого интервала (𝑥, 𝑦) ⊂ (−𝑁,∞) и любого 𝑀 > 𝑁

𝐻𝑀 (𝑦)−𝐻𝑀 (𝑥) = 𝐻𝑁 (𝑦)−𝐻𝑁 (𝑥).

Определим теперь меру 𝑈 для интервала (𝑥, 𝑦) ⊂ (−𝑁,∞)
равенством

𝑈{(𝑥, 𝑦)} = 𝐻𝑁 (𝑦)−𝐻𝑁 (𝑥)

и покажем, что 𝑈{(𝑥, 𝑦)} = lim𝑘→∞ 𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑥, 𝑦)} для всех ко-
нечных интервалов (𝑥, 𝑦) непрерывности меры 𝑈 .

Действительно, если (𝑥, 𝑦) ⊂ (−𝑁,∞) – конечный интервал
непрерывности 𝑈 , то для любого 𝜀 > 0 найдутся точки 𝑏1 < 𝑏2 <
𝑏3 < 𝑏4, принадлежащие множеству 𝒜∩ (−𝑁,∞), такие, что 𝑏1 <
𝑥 < 𝑏2, 𝑏3 < 𝑦 < 𝑏4 и

𝐺𝑁 (𝑏2)−𝐺𝑁 (𝑏1) < 𝜀, 𝐺𝑁 (𝑏4)−𝐺𝑁 (𝑏3) < 𝜀,

и, кроме того,𝐺𝑁 (𝑏𝑖) = 𝐻𝑁 (𝑏𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4. В силу монотонности,

𝐺𝑁 (𝑏1) 6 𝐻𝑀 (𝑥) 6 𝐺𝑁 (𝑏2), 𝐺𝑁 (𝑏3) 6 𝐻𝑀 (𝑦) 6 𝐺𝑁 (𝑏4),

а также

𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑏2, 𝑏3)} 6 𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑥, 𝑦)} = 𝐻𝑁,𝑛𝑘(∞)(𝑦)−𝐻𝑁,𝑛𝑘(∞)(𝑥)
6 𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑏1, 𝑏4)}.

Отсюда, переходя к пределу при 𝑘 →∞, получаем

𝐺𝑁 (𝑏3)−𝐺𝑁 (𝑏2) 6 lim inf
𝑘→∞

𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑥, 𝑦)}

6 lim sup
𝑘→∞

𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑥, 𝑦)} 6 𝐺𝑁 (𝑏4)−𝐺𝑁 (𝑏1).

Устремляя теперь 𝜀 к нулю, заключаем, что

𝐻𝑁 (𝑦)−𝐻𝑁 (𝑥) = lim
𝑘→∞

𝑈𝑛𝑘(∞){(𝑥, 𝑦)},

что и требовалось. �
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7.1. Тауберовы теоремы. Начиная с данного раздела и
всюду в дальнейшем, мы будем рассматривать лишь меры, но-
сители которых сосредоточены на [0,∞). Поэтому для краткости
вместо обозначения 𝑈{[0, 𝑥)} мы будем писать 𝑈(𝑥).

Пусть 𝑈 – мера, сосредоточенная на множестве [0,∞), а

𝜔(𝜆) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑈 {𝑑𝑥}

– ее преобразование Лапласа. Наша ближайшая цель – показать,
что во многих важных случаях асимптотическое поведение ме-
ры 𝑈 на бесконечности тесно связано с асимптотическим поведе-
нием ее преобразования Лапласа в окрестности нуля.

Теорема 40. Пусть 𝐿(𝑡), 𝑡 > 0, – функция, медленно меня-
ющаяся на бесконечности. Положим 𝑧 = 𝑡−1 . При 𝜌 > 0 каждое
из соотношений

𝜔 (𝑧) ∼ 1
𝑧𝜌
𝐿

(︂
1
𝑧

)︂
, 𝑧 → 0+, (43)

и
𝑈(𝑡) ∼ 1

Γ (𝜌+ 1)
𝑡𝜌𝐿 (𝑡) , 𝑡→∞, (44)

влечет другое. В частности,

𝜔 (𝑧) ∼ 𝑈(𝑡)Γ (𝜌+ 1) , 𝑡→∞. (45)

Доказательство. Пусть выполнено условие (43). Тогда для
𝜌 > 0 при 𝑧 → 0+ имеем

𝜔 (𝑧𝜆)
𝜔 (𝑧)

=
1

𝜔 (𝑧)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑧𝑥𝑈 {𝑑𝑥} =
1

𝜔 (𝑧)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑈
{︀
𝑧−1𝑑𝑥

}︀
→ 1

𝜆𝜌
=

1
Γ (𝜌+ 1)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥 𝑑𝑥𝜌.

При 𝜌 = 0 под мерой 𝑈(𝑥) = 𝑥0 следует понимать вероятностную
меру с единичным атомом в нуле. Отсюда и из теоремы непре-
рывности для преобразований Лапласа следует, что

𝑈(𝑥𝑡)
𝜔(𝑧)

=
𝑈(𝑥𝑧−1)
𝜔(𝑧)

→ 𝑥𝜌

Γ (𝜌+ 1)
, 𝑧 → 0 + .
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Полагая 𝑥 = 1, получаем

𝑈(𝑡) ∼ 1
Γ (𝜌+ 1)

𝑡𝜌𝐿(𝑡), 𝑡→∞.

Кроме того, при 𝑡→∞

𝑈(𝑥𝑡)
𝑈(𝑡)

=
𝑈(𝑥𝑡)
𝜔(𝑧)

𝜔(𝑧)
𝑈(𝑡)

→ 𝑥𝜌

Γ (𝜌+ 1)
Γ (𝜌+ 1)

1
= 𝑥𝜌

и
𝜔 (𝑧) ∼ 𝑈(𝑡)Γ (𝜌+ 1) .

Если выполнено соотношение (44), то для любого 𝑥 > 0

𝑈(𝑥𝑡)
𝑈(𝑡)

→ 𝑥𝜌, 𝑡→∞. (46)

В силу (46) найдется число 𝑡0 такое, что 𝑈(2𝑡) 6 2𝜌+1𝑈(𝑡) при
всех 𝑡 > 𝑡0. Следовательно, при 𝑡 > 𝑡0

𝑈(2𝑛𝑡) 6 2(𝜌+1)𝑛𝑈(𝑡).

Рассмотрим преобразование Лапласа

𝜔(𝑧) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑧𝑥𝑈 {𝑑𝑥}

и покажем, что при 𝑧 = 𝑡−1 отношение

𝜔(𝑧)
𝑈(𝑡)

ограничено. Разбивая область интегрирования [0,∞) на отрезки
точками 𝑡, 2𝑡, 4𝑡, . . . , получаем

𝜔(𝑧) =
∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝑡−1𝑥𝑈 {𝑑𝑥}+
∞∑︁

𝑛=1

∫︁ 𝑡2𝑛

𝑡2𝑛−1
𝑒−𝑡−1𝑥𝑈 {𝑑𝑥}

6 𝑈(𝑡) +
∞∑︁

𝑛=1

𝑒−2𝑛−1
𝑈(2𝑛𝑡) 6 𝑈(𝑡)

(︃
1 +

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−2𝑛−1
2(𝜌+1)𝑛

)︃
.

Следовательно,

𝜔(𝑧)
𝑈(𝑡)

6

(︃
1 +

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−2𝑛−1
2(𝜌+1)𝑛

)︃
<∞. (47)
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Отсюда и из (46) вытекает, что отношение

𝜔(𝑧𝜆)
𝑈(𝑡)

=
𝜔(𝑧𝜆)
𝑈(𝑡𝜆)

× 𝑈(𝑡𝜆)
𝑈(𝑡)

ограничено при любом фиксированном 𝜆 > 0.
В силу (46) последовательность мер {𝑈(𝑥𝑡)/𝑈(𝑡), 𝑡 > 0} с пре-

образованиями Лапласа

𝜔𝑡(𝜆) :=
1

𝑈(𝑡)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑈 {𝑡 𝑑𝑥}

=
1

𝑈(𝑡)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡−1𝑥𝑈 {𝑑𝑥} =
𝜔(𝑧𝜆)
𝑈(𝑡)

(48)

сходится при 𝑡 → ∞ к мере 𝑈*(𝑥) = 𝑥𝜌 с преобразованием Ла-
пласа 𝜔*(𝜆) = Γ(𝜌 + 1)𝜆−𝜌. Поскольку последовательность 𝜔𝑡(1)
ограничена, то в силу обобщенной теоремы непрерывности для
преобразований Лапласа (теорема 38) при 𝑧 → 0+

1
𝑈(𝑡)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑥𝑈 {𝑡 𝑑𝑥} =
1

𝑈(𝑡)

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡−1𝑥𝑈 {𝑑𝑥}

=
𝜔(𝑧𝜆)
𝑈(𝑡)

→ Γ (𝜌+ 1)
𝜆𝜌

, 𝜆 > 0.

Полагая 𝜆 = 1, находим

𝜔 (𝑧) ∼ Γ(𝜌+ 1)𝑈(𝑡) ∼ 1
𝑧𝜌
𝐿

(︂
1
𝑧

)︂
, 𝑧 → 0 + .

Теорема доказана. �

7.2. Асимптотика функции восстановления. Пусть
𝐺(𝑡) = P (𝜏 6 𝑡) – функция распределения неотрицательной слу-
чайной величины 𝜏 . Будем предполагать, что либо

𝜇 :=
∫︁ ∞

0

(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 <∞, (49)

либо 𝜇 = ∞ и, кроме того,

1−𝐺(𝑡) ∼ 𝐿(𝑡)
𝑡𝛽

, 𝛽 ∈ (0, 1], (50)



56 7. Свойства преобразований Лапласа и тауберовы теоремы

где функция 𝐿(𝑡) медленно меняется на бесконечности. В каче-
стве меры 𝑈 в данном разделе выступает функция восстановле-
ния

𝑈(𝑡) :=
∞∑︁

𝑘=0

𝐺*𝑘(𝑡).

Легко проверить, что∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑈{𝑑𝑡} =
∞∑︁

𝑘=0

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝐺*𝑘(𝑡) =
∞∑︁

𝑘=0

(︂∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝐺(𝑡)
)︂𝑘

=
1

1−
∫︀∞
0
𝑒−𝜆𝑡𝑑𝐺(𝑡)

=
1

𝜆
∫︀∞
0
𝑒−𝜆𝑡 (1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡

.

(51)

Теорема 41. Если выполнено условие (49), то

𝑈(𝑡) ∼ 𝑡

𝜇
, 𝑡→∞.

Если выполнено условие (50) и 𝛽 ∈ (0, 1), то

𝑈(𝑡) ∼ sin𝜋𝛽
𝜋𝛽

1
1−𝐺(𝑡)

, 𝑡→∞.

Если выполнено условие (50) и 𝛽 = 1, то

𝑈(𝑡) ∼ 𝑡

𝐿1(𝑡)
, 𝑡→∞,

где 𝐿1(𝑡) – некоторая функция, медленно меняющаяся на беско-
нечности.

Доказательство. Если выполнено условие (49), то в силу
(51) ∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑈{𝑑𝑡} ∼ 1
𝜆𝜇

, 𝜆→ 0+,

и согласно теореме 40

𝑈(𝑡) ∼ 𝑡

𝜇
, 𝑡→∞.

Если 𝜇 = ∞, то в силу соотношения (39) теоремы 31 с 𝑝 = 0 и
𝛽 = −𝛾 < 1∫︁ 𝑡

0

(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼ 1
1− 𝛽

𝑡1−𝛽𝐿(𝑡) =
Γ(1− 𝛽)
Γ(2− 𝛽)

𝑡1−𝛽𝐿(𝑡), 𝑡→∞.
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Отсюда, в силу той же теоремы 40,∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼ Γ (1− 𝛽)
𝜆1−𝛽

𝐿

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0+,

и, ввиду (51),∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑈{𝑑𝑡} ∼ 1
Γ (1− 𝛽)𝜆𝛽𝐿( 1

𝜆 )
, 𝜆→ 0+,

что в сочетании с теоремой 40 влечет

𝑈(𝑡) ∼ 𝑡𝛽

Γ (1− 𝛽) Γ (1 + 𝛽)𝐿(𝑡)
, 𝑡→∞.

Таким образом,

𝑈(𝑡) ∼ 1
Γ (1− 𝛽) Γ (1 + 𝛽)

1
(1−𝐺(𝑡))

=
sin𝜋𝛽
𝜋𝛽

1
(1−𝐺(𝑡))

, 𝑡→∞.

Если же 𝛽 = 1, то вторая часть теоремы 31 с 𝑝 = 0, 𝛾 = −𝛽 = −1
и 𝜆 = 0 позволяет заключить, что∫︁ 𝑡

0

(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼ 𝐿1(𝑡), 𝑡→∞,

для некоторой функции 𝐿1(𝑡), медленно меняющейся на бесконеч-
ности. Отсюда при помощи теоремы 40 несложно вывести, что∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼ 𝐿1

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0 + .

Последнее в силу (51) влечет

𝑈(𝑡) ∼ 𝑡

𝐿1(𝑡)
, 𝑡→∞. �

7.3. Тауберова теорема для плотностей. Вернемся те-
перь к общему виду меры 𝑈 и докажем некоторое уточнение тео-
ремы 40.

Теорема 42. Пусть 0 < 𝜌 < ∞. Если мера 𝑈 имеет плот-
ность 𝑢(𝑡), монотонную при 𝑡 > 𝑡0 , то преобразование Лапласа 𝜔
меры 𝑈 имеет асимптотическое представление

𝜔 (𝜆) ∼ 1
𝜆𝜌

𝐿

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0+, (52)



58 7. Свойства преобразований Лапласа и тауберовы теоремы

где 𝐿(𝑡) – функция, медленно меняющаяся на бесконечности, то-
гда и только тогда, когда

𝑢(𝑡) ∼ 1
Γ(𝜌)

𝑡𝜌−1𝐿 (𝑡) , 𝑡→∞. (53)

Доказательство. Если выполнено условие (53), то исполь-
зование соотношения (39) c 𝑝 = 0 и 𝛾 = 𝜌− 1 дает

𝑈(𝑡) =
∫︁ 𝑡

𝑇

𝑢(𝑦) 𝑑𝑦 ∼ 𝜌−1𝑡𝑢(𝑡) ∼ 1
Γ(𝜌+ 1)

𝑡𝜌𝐿 (𝑡) , 𝑡→∞.

Для завершения доказательства импликации (53)⇒ (52) осталось
воспользоваться теоремой 40.

Докажем теперь, что из (52) следует (53). В силу теоремы 40
условие (52) влечет представление

𝑈(𝑡) ∼ 1
Γ (𝜌+ 1)

𝑡𝜌𝐿 (𝑡) , 𝑡→∞. (54)

Отсюда вытекает, что для любого фиксированного значения 𝑏 > 1
найдется число 𝑇0 = 𝑇0(𝑏) такое, что

𝑈(𝑏𝑡) 6 𝑏𝜌+1𝑈(𝑡)

при всех 𝑡 > 𝑇0. Далее, если функция 𝑢(𝑡) монотонно возрастает
при 𝑡 > 𝑇1, то для всех значений 𝑡 > 𝑇2 := max{𝑇0, 𝑇1}

𝑡𝑢(𝑡) 6
∫︁ 2𝑡

𝑡

𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝑈(2𝑡) 6 2𝜌+1𝑈(𝑡).

Если же функция 𝑢(𝑡) монотонно убывает при 𝑡 > 𝑇1, то для всех
значений 𝑡 > 𝑇2 := max{𝑇0, 2𝑇1}

𝑡𝑢(𝑡) 6 2
∫︁ 𝑡

𝑡/2

𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 6 2𝑈(𝑡).

Таким образом, в условиях теоремы найдется константа 𝑐 такая,
что

𝑡𝑢(𝑡) 6 𝑐𝑈(𝑡), 𝑡 > 𝑇2. (55)

Отсюда и из (54) вытекает, что для любых чисел 0 < 𝑎 < 𝑏 < ∞
и 𝑡 > 𝑇2

sup
𝑎6𝑦6𝑏

𝑡𝑢(𝑡𝑦) 6 sup
𝑎6𝑦6𝑏

𝑐𝑎−1𝑈(𝑡𝑦) 6 𝑐𝑎−1𝑏𝜌+1𝑈(𝑡).
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Еще раз обращаясь к (54), мы видим, что

𝑈(𝑡𝑏)− 𝑈(𝑡𝑎)
𝑈(𝑡)

→ 𝑏𝜌 − 𝑎𝜌, 𝑡→∞.

Рассмотрим набор мер 𝜇𝑡, 𝑡 > 𝑇2, с носителями на [0,∞) и таких,
что

𝜇𝑡{[0, 𝑦)} :=
𝑡𝑢(max{𝑡𝑦, 𝑇1})

𝑈(𝑡)
,

если функция 𝑢(𝑡) возрастает при 𝑡 > 𝑇1, и

𝜇𝑡{[𝑦,∞)} :=
𝑡𝑢(max{𝑡𝑦, 𝑇1})

𝑈(𝑡)
,

если функция 𝑢(𝑡) убывает при 𝑡 > 𝑇1.
Поскольку при каждом 𝑦 > 0 набор чисел 𝜇𝑡{−𝑦, 𝑦}, 𝑡 > 𝑇2,

ограничен, то по теореме Хелли о выборе для мер (теорема 39) су-
ществуют последовательность 𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛, . . . , элементы которой
стремятся к бесконечности при 𝑛 → ∞, и монотонная функция
𝜓 (𝑦) такие, что

𝑢(𝑡𝑛𝑦)𝑡𝑛
𝑈(𝑡𝑛)

→ 𝜓 (𝑦) , 𝑛→∞, (56)

во всех точках непрерывности функции 𝜓 (𝑦).
Теперь оценка (55) и теорема о мажорируемой сходимости да-

ют для любых 0 < 𝑎 < 𝑏 <∞:

𝑏𝜌 − 𝑎𝜌 = lim
𝑛→∞

𝑈(𝑡𝑛𝑏)− 𝑈(𝑡𝑛𝑎)
𝑈(𝑡𝑛)

= lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑡𝑛𝑏

𝑡𝑛𝑎

𝑢(𝑦)
𝑈(𝑡𝑛)

𝑑𝑦

= lim
𝑛→∞

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑢(𝑡𝑛𝑦)𝑡𝑛
𝑈(𝑡𝑛)

𝑑𝑦 =
∫︁ 𝑏

𝑎

𝜓 (𝑦) 𝑑𝑦. (57)

Следовательно, 𝜓 (𝑦) = 𝜌𝑦𝜌−1. Поскольку этот предел не зависит
от выбора последовательности {𝑡𝑛} в (56), то

𝑢(𝑡𝑦)𝑡
𝑈(𝑡)

→ 𝜌𝑦𝜌−1, 𝑡→∞,

что при 𝑦 = 1 доказывает импликацию (52) ⇒ (53). �
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Следствие 43. Пусть 𝑢(𝑡) – неотрицательная функция,
монотонная при всех 𝑡 > 𝑡0 . Если для некоторых чисел 𝜌 > 0,
𝑘 > 0 и медленно меняющейся на бесконечности функции 𝐿(𝑡)
выполнено соотношение

𝜔𝑘 (𝜆) :=
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡𝑘𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 ∼ 1
𝜆𝜌

𝐿

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0+,

то
𝑢(𝑡) ∼ 1

Γ(𝜌)
𝑡𝜌−𝑘−1𝐿 (𝑡) , 𝑡→∞.

Доказательство. Положим

𝑈𝑘(𝑡) :=
∫︁ 𝑡

0

𝑡𝑘𝑢(𝑡) 𝑑𝑡.

Из условий следствия вытекает, что

𝑈𝑘(𝑡) ∼ 1
Γ(𝜌+ 1)

𝑡𝜌𝐿 (𝑡) , 𝑡→∞.

Следовательно,

𝑈𝑘(𝑡𝑏)− 𝑈𝑘(𝑡𝑎)
𝑈𝑘(𝑡)

→ 𝑏𝜌 − 𝑎𝜌, 𝑡→∞.

Отсюда вытекает, что для любого фиксированного значения 𝑏 > 1
найдется число 𝑇0 = 𝑇0(𝑏) такое, что

𝑈𝑘(𝑏𝑡) 6 𝑏𝜌+1𝑈𝑘(𝑡)

при всех 𝑡 > 𝑇0. Далее, если функция 𝑢(𝑡) монотонно возрастает
при 𝑡 > 𝑇1, то для всех значений 𝑡 > 𝑇2 := max{𝑇0, 𝑇1}

𝑡𝑘+1𝑢(𝑡) 6
∫︁ 2𝑡

𝑡

𝑥𝑘𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝑈𝑘(2𝑡) 6 2𝜌+1𝑈𝑘(𝑡).

Если же функция 𝑢(𝑡) монотонно убывает при 𝑡 > 𝑇1, то для всех
значений 𝑡 > 𝑇2 := max{𝑇0, 2𝑇1}

𝑡𝑘+1𝑢(𝑡) 6 2𝑘+1

∫︁ 𝑡

𝑡/2

𝑥𝑘𝑢(𝑥) 𝑑𝑥 6 2𝑘+1𝑈𝑘(𝑡).

Таким образом, в условиях следствия найдется константа 𝑐 такая,
что

𝑡𝑘+1𝑢(𝑡) 6 𝑐𝑈𝑘(𝑡), 𝑡 > 𝑇2.
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Отсюда, как и при доказательстве теоремы 42, следует, что
для любого фиксированного 𝑦 > 0 при 𝑡→∞

𝑢(𝑡𝑦)𝑡𝑘+1 ∼ 𝜌𝑦𝜌−𝑘−1𝑈𝑘(𝑡)

или

𝑢(𝑡) ∼ 𝜌𝑡−𝑘−1𝑈𝑘(𝑡) ∼ 𝜌

Γ(𝜌+ 1)
𝑡𝜌−𝑘−1𝐿 (𝑡) =

1
Γ(𝜌)

𝑡𝜌−𝑘−1𝐿(𝑡). �

7.4. Тауберова теорема для производящих функций.
Тауберовы теоремы предыдущего раздела нетрудно распростра-
нить на случай производящих функций.

Теорема 44. Пусть {𝑓𝑛, 𝑛 = 0, 1, . . . } – последовательность
неотрицательных чисел, и пусть неотрицательное число 𝑘 та-
ково, что ряд

𝐹𝑘(𝑠) :=
∞∑︁

𝑛=0

𝑛𝑘𝑓𝑛𝑠
𝑛

сходится при 0 6 𝑠 < 1. Для 0 6 𝜌 <∞ и функции 𝐿(𝑡),медленно
меняющейся на бесконечности, соотношение

𝐹0(𝑠) ∼ 1
(1− 𝑠)𝜌 𝐿

(︂
1

1− 𝑠

)︂
, 𝑠→ 1−,

выполнено тогда и только тогда, когда

𝑓0 + 𝑓1 + · · ·+ 𝑓𝑛 ∼
1

Γ (𝜌+ 1)
𝑛𝜌𝐿 (𝑛) , 𝑛→∞. (58)

Если, кроме того, последовательность 𝑓𝑛 является моно-
тонной при 𝑛 > 𝑛0 , то для 0 < 𝜌 <∞ соотношение

𝐹𝑘(𝑠) ∼ 1
(1− 𝑠)𝜌 𝐿

(︂
1

1− 𝑠

)︂
, 𝑠→ 1−,

влечет
𝑓𝑛 ∼

1
Γ (𝜌)

𝑛𝜌−𝑘−1𝐿 (𝑛) , 𝑛→∞.

Доказательство. Пусть 𝑈 – мера с носителем на [0,∞) и
плотностью 𝑢 такой, что

𝑢(𝑡) = 𝑓𝑛, 𝑛 6 𝑡 < 𝑛+ 1.



62 8. Свойства последовательностей случайных величин

В частности,
𝑈(𝑛) = 𝑓0 + 𝑓1 + · · ·+ 𝑓𝑛.

Преобразование Лапласа 𝜔 меры 𝑈 равно

𝜔 (𝜆) =
∞∑︁

𝑛=0

𝑓𝑛

∫︁ 𝑛+1

𝑛

𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡

=
1− 𝑒−𝜆

𝜆

∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑛𝑒
−𝜆𝑛 =

1− 𝑒−𝜆

𝜆
𝐹0(𝑒−𝜆).

Следовательно,

𝜔 (𝜆) ∼ 𝐹0(𝑒−𝜆) ∼ 1
𝜆𝜌

𝐿

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0 + .

В силу теоремы 40 такое асимптотическое представление возмож-
но тогда и только тогда, когда выполнено условие (58). Первое
утверждение теоремы 44 доказана.

Второе утверждение этой теоремы доказывается аналогично
со ссылкой на следствие 43. �

8. Некоторые свойства последовательностей
независимых случайных величин

При исследовании свойств распределений числа частиц в кри-
тических процессах Беллмана–Харриса нам будет необходимо
следующее утверждение, касающееся асимптотического поведе-
ния сумм независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин, распределение которых имеет “легкий” хвост.

Теорема 45. Пусть 𝑋,𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, . . . – последовательность
независимых одинаково распределенных случайных величин с об-
щей функцией распределения 𝐵(𝑡) такой, что E𝑋 = 0. Если

P (|𝑋| > 𝑡) = 𝑜

(︂
1
𝑡2

)︂
, 𝑡→∞, (59)

то для любого 𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

𝑛P
(︂⃒⃒⃒⃒
𝑋1 + · · ·+𝑋𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 𝜀

)︂
= 0.
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Мы докажем эту теорему в несколько этапов. Для начала на-
помним определение медианы распределения.

Определение. Медианой распределения случайной величи-
ны 𝑌 называется любое число med𝑌 такое, что

P (𝑌 > med𝑌 ) >
1
2

и P (𝑌 6 med𝑌 ) >
1
2
.

Для случайной величины 𝑌 будем обозначать символом ̃︀𝑌
так называемую симметризованную случайную величину, зада-
ваемую равенством ̃︀𝑌 = 𝑌 − 𝑍, где 𝑍 – случайная величина,
имеющая такое же распределение, как и случайная величина 𝑌 ,
и независимая от 𝑌 .

Лемма 46. Для любой случайной величины 𝑌 , любого 𝜀 > 0
и произвольного числа 𝑎 справедливы неравенства

1
2
P (|𝑌 −med𝑌 | > 𝜀) 6 P

(︀
|̃︀𝑌 | > 𝜀)︀ 6 2P

(︁
|𝑌 − 𝑎| > 𝜀

2

)︁
.

Доказательство. Ясно, что

P
(︁
|̃︀𝑌 | > 𝜀)︁ = P (|𝑌 − 𝑎− (𝑍 − 𝑎)| > 𝜀)

6 P (|𝑌 − 𝑎|+ |𝑍 − 𝑎| > 𝜀) 6 2P
(︁
|𝑌 − 𝑎| > 𝜀

2

)︁
,

что доказывает правое из неравенств леммы.
Для доказательства левого неравенства заметим, что в силу

независимости случайных величин 𝑌 и 𝑍 и равенства med𝑌 =
med𝑍, которое можно предполагать выполненным без ограниче-
ния общности, справедливы оценки

1
2
P (𝑌 −med𝑌 > 𝜀) 6 P (𝑌 −med𝑌 > 𝜀;𝑍 −med𝑍 6 0)

= P (𝑌 − 𝑍 > 𝜀− (𝑍 −med𝑍) ;𝑍 −med𝑍 6 0)
6 P (𝑌 − 𝑍 > 𝜀;𝑍 −med𝑍 6 0)
6 P (𝑌 − 𝑍 > 𝜀)

и, аналогично,
1
2
P (𝑌 −med𝑌 6 −𝜀) 6 P (𝑌 −med𝑌 6 −𝜀;𝑍 −med𝑍 > 0)

= P (𝑌 − 𝑍 6 −𝜀− (𝑍 −med𝑍) ;𝑍 −med𝑍 > 0)
6 P (𝑌 − 𝑍 6 −𝜀;𝑍 −med𝑍 > 0)
6 P (𝑌 − 𝑍 6 𝜀) .
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Следовательно,

1
2
P (|𝑌 −med𝑌 | > 𝜀) 6 P (|𝑌 − 𝑍| > 𝜀) ,

что и требовалось показать. �

Положим 𝑆𝑛 := 𝑋1 + · · ·+𝑋𝑛.

Лемма 47. При выполнении условий теоремы 45 для любого
𝜀 > 0

lim
𝑛→∞

𝑛P
(︁⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︁
= 0. (60)

Доказательство. Для 𝑘 6 𝑛 и 𝑛 = 1, 2, . . . положим

̃︀𝑋𝑛𝑘 :=

{︃ ̃︀𝑋𝑘, если
⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
< 𝑛;

0, если
⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
> 𝑛;

и обозначим ̃︀𝑆𝑛𝑛 :=
𝑛∑︁

𝑘=1

̃︀𝑋𝑛𝑘.

Легко видеть, что
E ̃︀𝑋𝑛𝑘 = 0, (61)

в то время как в соответствии с условием (59) при 𝑛→∞

E ̃︀𝑋2
𝑛𝑘 = 2

∫︁ 𝑛

−𝑛

|𝑡|P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
> 𝑡
)︀
𝑑𝑡 = 𝑜(log 𝑛) (62)

и
E ̃︀𝑋4

𝑛𝑘 = 4
∫︁ 𝑛

−𝑛

|𝑡|3P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
> 𝑡
)︀
𝑑𝑡 = 𝑜(𝑛2). (63)

Далее,

P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︀
= P

(︂⃒⃒̃︀𝑆𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀; max

16𝑘6𝑛

⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
> 𝑛

)︂
+ P

(︂⃒⃒̃︀𝑆𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀; max

16𝑘6𝑛

⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
< 𝑛

)︂
6 P

(︂
max

16𝑘6𝑛

⃒⃒ ̃︀𝑋𝑘

⃒⃒
> 𝑛

)︂
+ P

(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︀
6 𝑛P

(︀⃒⃒ ̃︀𝑋1

⃒⃒
> 𝑛

)︀
+ P

(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︀
.
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В силу условий леммы

lim
𝑛→∞

𝑛2P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑋1

⃒⃒
> 𝑛

)︀
= 0.

Таким образом, для доказательства равенства (60) достаточно по-
казать, что

lim
𝑛→∞

𝑛P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︀
= 0. (64)

С этой целью заметим, что

P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︀
6

1
(𝑛𝜀)4

E
(︀̃︀𝑆𝑛𝑛

)︀4
и, ввиду (61),

E
(︀̃︀𝑆𝑛𝑛

)︀4 = E
(︂ 𝑛∑︁

𝑘=1

̃︀𝑋𝑛𝑘

)︂4

= 𝑛E
(︀ ̃︀𝑋𝑛1

)︀4 + 3𝑛(𝑛− 1)
(︀
E
(︀ ̃︀𝑋𝑛1

)︀2)︀2
.

Это соотношение в сочетании с (62) и (63) дает

𝑛P
(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛𝑛

⃒⃒
> 𝑛𝜀

)︀
6

𝑛

(𝑛𝜀)4
𝑜
(︀
𝑛3 + 𝑛2 log2 𝑛

)︀
= 𝑜(1), 𝑛→∞.

Итак, равенство (64) установлено, чем и завершается доказатель-
ство леммы 47. �

Доказательство теоремы 45. Из лемм 46 и 47 вытекает,
что

𝑛P
(︂⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑛

𝑛
−med

𝑆𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 2𝜀

)︂
6 2𝑛P

(︀⃒⃒ ̃︀𝑆𝑛

⃒⃒
> 2𝑛𝜀

)︀
= 𝑜(1), 𝑛→∞.

(65)
С другой стороны, в силу закона больших чисел

lim
𝑛→∞

P
(︂⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 2𝜀

)︂
= 0.

Из этого факта и (65) следует, что

lim
𝑛→∞

med
𝑆𝑛

𝑛
= 0.

Отсюда, еще раз обращаясь к (65), нетрудно вывести, что

lim
𝑛→∞

𝑛P
(︂⃒⃒⃒⃒
𝑆𝑛

𝑛

⃒⃒⃒⃒
> 𝜀

)︂
= 0.

Теорема доказана. �
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Лемма 48. Если 𝜏 – неотрицательная случайная величина
с распределением 𝐺(𝑡) таким, что

lim
𝑡→∞

𝑡2 (1−𝐺(𝑡)) = 0,

то для 𝜇 := E𝜏 и любого 𝜀 ∈ (0, 1) при 𝑡→∞

𝑡𝐺*𝑛(𝑡) → 0, если 𝑛 =
[︂
𝑡(1 + 𝜀)

𝜇

]︂
,

и
𝑡 (1−𝐺*𝑛(𝑡)) → 0, если 𝑛 =

[︂
𝑡(1− 𝜀)

𝜇

]︂
.

Доказательство. Заметим, что если 𝑛 :=
[︁

𝑡(1+𝜀)
𝜇

]︁
, то

𝑡 6
𝑛𝜇+ 1
1 + 𝜀

и, следовательно,

𝑡𝐺*𝑛(𝑡) 6 𝑡P
(︂

(𝜏1 − 𝜇) + · · ·+ (𝜏𝑛 − 𝜇) 6 −𝑛 𝜇𝜀

1 + 𝜀
+

1
1 + 𝜀

)︂
,

где 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , – независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины, имеющие распределение 𝐺(𝑡). Если же 𝑛 :=[︁

𝑡(1−𝜀)
𝜇

]︁
, то

𝑡 >
𝑛𝜇

1− 𝜀
,

что влечет

𝑡 (1−𝐺*𝑛(𝑡)) 6 𝑡P
(︂

(𝜏1 − 𝜇) + · · ·+ (𝜏𝑛 − 𝜇) > 𝑛
𝜇𝜀

1− 𝜀

)︂
.

Теперь для завершения доказательства леммы достаточно вспом-
нить теорему 45. �

9. Предельная теорема для критических
процессов Беллмана–Харриса “близких”

к марковским

Пусть, как и ранее, 𝐹 (𝑡; 𝑠) = E
[︀
𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(0) = 1

]︀
– производя-

щая функция числа частиц в (𝐺, 𝑓)-процессе Беллмана–Харриса
в момент 𝑡. Положим

𝑄(𝑡; 𝑠) := 1− 𝐹 (𝑡; 𝑠)



9. Предельная теорема для критических процессов 67

и
𝑄(𝑡) := P(𝑍(𝑡) > 0) = 𝑄(𝑡; 0) = 1− 𝐹 (𝑡; 0).

Основная цель данного раздела - доказательство следующей
теоремы, которая по форме близка к аналогичной теореме 29
для ветвящихся процессов Гальтона–Ватсона и соответствующе-
му утверждению для марковских ветвящихся процессов с непре-
рывным временем (см., например, курс лекций [10]).

Теорема 49. Если ветвящийся процесс Беллмана–Харриса
удовлетворяет условиям

E𝜉 = 𝑓 ′(1) = 1, 𝜎2 = E𝜉2 − (E𝜉)2 ∈ (0,∞) (66)

и
lim

𝑡→∞
𝑡2 (1−𝐺(𝑡)) = 0, (67)

то

𝑄(𝑡) = P(𝑍(𝑡) > 0) ∼ 1− 𝑓[ 𝑡
𝜇 ](0) ∼ 2𝜇

𝜎2𝑡
, 𝑡→∞, (68)

и

lim
𝑡→∞

E
[︂
exp

{︂
−𝜆2𝜇𝑍(𝑡)

𝜎2𝑡

}︂ ⃒⃒⃒
𝑍(𝑡) > 0

]︂
=

1
1 + 𝜆

. (69)

Мы знаем, что функция 𝐹 (𝑡; 𝑠) удовлетворяет на полуоси 𝑡 > 0
уравнению

𝐹 (𝑡; 𝑠) = 𝑠(1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢). (70)

Оказывается, что для фиксированного 𝑠 ∈ [0, 1] мы можем ска-
зать о свойствах 𝐹 (𝑡; 𝑠) несколько больше.

Лемма 50. Для критических и докритических процессов
Беллмана–Харриса производящая функция 𝐹 (𝑡; 𝑠) является не-
убывающей функцией по 𝑡 при любом фиксированном значении
𝑠 ∈ [0, 1).

Доказательство. Пусть 𝐹0(𝑡; 𝑠) = 𝑠 и

𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) = 𝑠(1−𝐺(𝑡))+
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹𝑛(𝑡−𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(71)
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Ясно, что функция 𝐹0(𝑡; 𝑠) = 𝑠 не убывает по 𝑡, и если функция
𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) > 𝑠 не убывает по 𝑡 при каждом фиксированном 𝑠 ∈ [0, 1],
то для любого ∆ > 0

𝐹𝑛+1(𝑡+ ∆; 𝑠)− 𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) =

=
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(𝐹𝑛(𝑡+ ∆− 𝑢; 𝑠))− 𝑓(𝐹𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

+
∫︁ 𝑡+Δ

𝑡

𝑓(𝐹𝑛(𝑡+ ∆− 𝑢; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢)− 𝑠 (𝐺(𝑡+ ∆)−𝐺(𝑡))

>
∫︁ 𝑡+Δ

𝑡

(𝑓(𝐹𝑛(𝑡+ ∆− 𝑢; 𝑠))− 𝑠) 𝑑𝐺(𝑢) > 0,

поскольку для докритических и критических процессов 𝑓(𝑠) > 𝑠
при всех 𝑠 ∈ [0, 1]. �

В следующей лемме мы получим оценки сверху и снизу для
производящей функции 𝐹 (𝑡; 𝑠) в терминах итераций 𝑓𝑛(𝑠) и свер-
ток 𝐺*𝑛(𝑡).

Лемма 51. Если 𝐴 = E𝜉 = 1, то для любого 𝑛 > 1 справед-
ливы оценки

1− 𝑓𝑛(𝑠)− (1− 𝑠)𝐺*𝑛(𝑡) 6 1− 𝐹 (𝑡; 𝑠)
6 1− 𝑓𝑛(𝑠) + (1− 𝑠)(1−𝐺*𝑛(𝑡)).

Доказательство. Легко проверить, что функции 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠),
задаваемые соотношением (71), таковы, что при всех 𝑠 ∈ [0, 1]
и 𝑡 > 0

1 > 𝐹1(𝑡; 𝑠) = 𝑠(1−𝐺(𝑡)) + 𝑓(𝑠)𝐺(𝑡)
> 𝑠(1−𝐺(𝑡)) + 𝑠𝐺(𝑡) = 𝐹0(𝑡; 𝑠) = 𝑠

и, по индукции,
𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) > 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠).

Таким образом, для всех 𝑛 > 1 и 𝑡 > 0 справедливы оценки

𝑠 6 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) 6 𝐹 (𝑡; 𝑠) 6 1, 0 6 𝑠 6 1.

Покажем, что в условиях леммы

0 6 𝐹 (𝑡, 𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) 6 (1− 𝑠)𝐺*𝑛(𝑡) (72)
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для всех 𝑛 > 1. При 𝑛 = 1 имеем

0 6 𝐹 (𝑡, 𝑠)− 𝐹1(𝑡; 𝑠) =
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠))− 𝑓(𝐹0(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

6
∫︁ 𝑡

0

[𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)− 𝐹0(𝑡− 𝑢; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

6
∫︁ 𝑡

0

(1− 𝑠) 𝑑𝐺(𝑢) = (1− 𝑠)𝐺(𝑡).

Далее, по индукции, если оценки (72) верны для некоторого 𝑛 > 1,
то

0 6 𝐹 (𝑡, 𝑠)− 𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) =
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠))− 𝑓(𝐹𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

6
∫︁ 𝑡

0

[𝐹 (𝑡− 𝑢; 𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

6 (1− 𝑠)
∫︁ 𝑡

0

𝐺*𝑛(𝑡− 𝑢) 𝑑𝐺(𝑢) = (1− 𝑠)𝐺*(𝑛+1)(𝑡),

что доказывает (72). Убедимся теперь в справедливости нера-
венств

0 6 𝑓𝑛(𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) 6 (1− 𝑠) (1−𝐺*𝑛(𝑡)). (73)

Очевидно, что

0 6 𝑓1(𝑠)− 𝐹1(𝑡; 𝑠) = 𝑓(𝑠)− 𝑠(1−𝐺(𝑡))− 𝑓(𝑠)𝐺(𝑡)
= (𝑓(𝑠)− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) 6 (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡))

и, по индукции, если оценки (73) верны для некоторого 𝑛 > 1, то

0 6 𝑓𝑛+1(𝑠)− 𝐹𝑛+1(𝑡; 𝑠) = (𝑓𝑛+1(𝑠)− 𝑠) (1−𝐺(𝑡))

+
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(𝑓𝑛(𝑠))− 𝑓(𝐹𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

6 (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

[𝑓𝑛(𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

6 (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) + (1− 𝑠)
∫︁ 𝑡

0

(1−𝐺*𝑛(𝑡− 𝑢)) 𝑑𝐺(𝑢)

= (1− 𝑠) (1−𝐺*(𝑛+1)(𝑡)).
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Для завершения доказательства леммы осталось записать пред-
ставление

(1− 𝑓𝑛(𝑠))− (1− 𝐹 (𝑡, 𝑠)) = 𝐹 (𝑡, 𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) + 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠)− 𝑓𝑛(𝑠)

и, отталкиваясь от левых частей оценок (72) и (73), проверить
справедливость неравенств

𝐹𝑛(𝑡; 𝑠)− 𝑓𝑛(𝑠) 6 𝐹 (𝑡, 𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠) + 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠)− 𝑓𝑛(𝑠)
6 𝐹 (𝑡, 𝑠)− 𝐹𝑛(𝑡; 𝑠),

а затем воспользоваться правыми неравенствами в (72) и (73). �

Теперь у нас все готово для доказательства основного резуль-
тата данного раздела – теоремы 49.

Доказательство теоремы 49. Согласно теореме 34 при
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(0) ∼ 2
𝜎2𝑛

. (74)

Обращаясь к левому из неравенств леммы 51, легко заметить, что

1− 1
1− 𝑓𝑛(0)

𝐺*𝑛(𝑡) 6
𝑄(𝑡)

1− 𝑓𝑛(0)
.

Отсюда, полагая 𝑛 :=
[︁

𝑡(1+𝜀)
𝜇

]︁
, получаем в силу леммы 48

1 6 lim inf
𝑡→∞

𝜎2𝑛

2
𝑄(𝑡) = (1 + 𝜀) lim inf

𝑡→∞

𝜎2𝑡

2𝜇
𝑄(𝑡). (75)

Аналогично, используя правое неравенство леммы 51, находим

𝑄(𝑡)
1− 𝑓𝑛(0)

6 1 +
1−𝐺*𝑛(𝑡)
1− 𝑓𝑛(0)

,

что для 𝑛 :=
[︁

𝑡(1−𝜀)
𝜇

]︁
, 𝜀 ∈ (0, 1), в силу леммы 48 влечет

(1− 𝜀) lim sup
𝑡→∞

𝜎2𝑡

2𝜇
𝑄(𝑡) 6 1. (76)

Поскольку величина 𝜀 > 0 может быть выбрана в оценках (75)
и (76) сколь угодно малой, утверждение (68) доказано.
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Для доказательства предельного соотношения (69) заметим
сначала, что

E
[︂
exp

{︂
−𝜆2𝜇𝑍(𝑡)

𝜎2𝑡

}︂ ⃒⃒⃒
𝑍(𝑡) > 0

]︂
= 1−

1− 𝐹
(︀
𝑡; exp

{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀)︀
𝑄(𝑡)

= 1−
𝑄
(︀
𝑡; exp

{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀)︀
𝑄(𝑡)

.

Далее, в силу леммы 51

1− 𝑓𝑛(𝑠)
𝑄(𝑡)

− (1− 𝑠)
𝑄(𝑡)

𝐺*𝑛(𝑡) 6
𝑄 (𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

.

Полагая 𝑛 :=
[︀
𝑡(1 + 𝜀)𝜇−1

]︀
и 𝑠 := exp

{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀
и обращаясь к

закону больших чисел, мы видим, что

lim
𝑛→∞

1− exp
{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀
𝑄(𝑡)

𝐺*𝑛(𝑡) = 𝜆 lim
𝑛→∞

𝐺*𝑛(𝑡) = 0.

Кроме того, согласно условной предельной теореме 29 для кри-
тических ветвящихся процессов Гальтона–Ватсона,

lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(𝑠)
𝑄(𝑡)

= lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(𝑠)
1− 𝑓𝑛(0)

1− 𝑓𝑛(0)
𝑄(𝑡)

= lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛

(︀
exp

{︀
−𝜆𝑛𝜇

𝑡
2

𝜎2𝑛

}︀)︀
1− 𝑓𝑛(0)

lim
𝑛→∞

1− 𝑓𝑛(0)
𝑄(𝑡)

=
𝜆(1 + 𝜀)

1 + 𝜆(1 + 𝜀)
1

(1 + 𝜀)
=

𝜆

1 + 𝜆(1 + 𝜀)
.

Следовательно,

lim inf
𝑡→∞

𝑄
(︀
𝑡; exp

{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀)︀
𝑄(𝑡)

>
𝜆

1 + 𝜆(1 + 𝜀)
.

При помощи сходных аргументов, полагая 𝑛 :=
[︀
𝑡(1− 𝜀)𝜇−1

]︀
и

обращаясь к неравенству

𝑄 (𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

6
1− 𝑓𝑛(𝑠)
𝑄(𝑡)

+
(1− 𝑠)
𝑄(𝑡)

(1−𝐺*𝑛(𝑡)) ,

можно показать, что

lim sup
𝑡→∞

𝑄
(︀
𝑡; exp

{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀)︀
𝑄(𝑡)

6
𝜆

1 + 𝜆(1− 𝜀)
.
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Поскольку 𝜀 > 0 произвольно, то из предыдущих оценок вытека-
ет, что

lim
𝑡→∞

E
[︂
exp

{︂
−𝜆2𝜇𝑍(𝑡)

𝜎2𝑡

}︂ ⃒⃒⃒
𝑍(𝑡) > 0

]︂
= 1− lim

𝑡→∞

𝑄
(︀
𝑡; exp

{︀
−𝜆 2𝜇

𝜎2𝑡

}︀)︀
𝑄(𝑡)

= 1− 𝜆

1 + 𝜆
=

1
1 + 𝜆

.

Теорема 49 доказана. �

Замечание. Из (68) и 69 нетрудно вывести, что

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑒−𝜆𝑄(𝑡)𝑍(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
=

1
1 + 𝜆

(77)

для любого 𝜆 > 0.

10. Дискретные предельные распределения
в критических процессах

Беллмана–Харриса

Теорема 49, доказанная в предыдущем разделе, является есте-
ственным аналогом соответствующего утверждения для процес-
сов Гальтона–Ватсона, точнее, обобщает теорему 29. Данный раз-
дел будет посвящен условной предельной теореме для критиче-
ских ветвящихся процессов Беллмана–Харриса, которая суще-
ственно отличается от условной предельной теоремы для крити-
ческих процессов Гальтона–Ватсона.

Теорема 52. Если

𝑓 ′(1) = 1, 𝜎2 = 𝑓 ′′(1) ∈ (0,∞)

и для некоторой медленно меняющейся на бесконечности функ-
ции 𝐿(𝑡) и числа 𝛽 ∈ (0, 2)

1−𝐺(𝑡) ∼ 𝐿(𝑡)
𝑡𝛽

, 𝑡→∞, (78)

то

𝑄(𝑡) := P(𝑍(𝑡) > 0) ∼
√︀

2𝐿(𝑡)
𝜎𝑡𝛽/2

, 𝑡→∞,
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и

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
= 1−

√
1− 𝑠.

Мы начнем доказательство теоремы 52 со следующего утвер-
ждения, заимствованного из работы [15].

Лемма 53 (Лемма сравнения). Если 𝑍1(𝑡), 𝑍2(𝑡) – два кри-
тических ветвящихся процесса Беллмана–Харриса, имеющих од-
ну и ту же производящую функцию числа непосредственных по-
томков 𝑓(𝑠) и функции распределения длительности жизни ча-
стиц такие, что

𝐺1(𝑡) > 𝐺2(𝑡), 𝑡 > 0, (79)

то при всех 𝑠 ∈ [0, 1] и 𝑡 > 0

𝐹 1(𝑡; 𝑠) := E𝑠𝑍1(𝑡) > 𝐹 2(𝑡; 𝑠) := E𝑠𝑍2(𝑡). (80)

Доказательство. Мы знаем, что при 𝑖 = 1, 2

𝐹 𝑖(𝑡; 𝑠) = 𝑠 (1−𝐺𝑖(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

𝑓
(︀
𝐹 𝑖(𝑡− 𝑢; 𝑠)

)︀
𝑑𝐺𝑖(𝑢)

= 𝑠+𝐺𝑖(𝑡)(𝑓(𝑠)− 𝑠) +
∫︁ 𝑡

0

(︀
𝑓
(︀
𝐹 𝑖(𝑡− 𝑢; 𝑠)

)︀
− 𝑓(𝑠)

)︀
𝑑𝐺𝑖(𝑢).

Для 𝑠 ∈ [0, 1] положим 𝐹 𝑖
0(𝑡; 𝑠) ≡ 𝑠, и пусть

𝐹 𝑖
𝑛+1(𝑡; 𝑠) = 𝑠+𝐺𝑖(𝑡)(𝑓(𝑠)−𝑠)+

∫︁ 𝑡

0

[︀
𝑓
(︀
𝐹 𝑖

𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)
)︀
− 𝑓(𝑠)

]︀
𝑑𝐺𝑖(𝑢).

Согласно лемме 50 при любом фиксированном значении 𝑠 ∈ [0, 1]
функции 𝐹 𝑖

𝑛(𝑡; 𝑠), 𝑖 = 1, 2, монотонны по 𝑡. Далее,

𝐹 1
0 (𝑡; 𝑠) = 𝑠 > 𝐹 2

0 (𝑡; 𝑠) = 𝑠.

Предполагая, что

𝐹 1
𝑛(𝑡; 𝑠) > 𝐹 2

𝑛(𝑡; 𝑠)
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для некоторого 𝑛 > 0, и принимая во внимание неравенство (79),
нетрудно проверить по индукции, что

𝐹 1
𝑛+1(𝑡; 𝑠) =

= 𝑠+𝐺1(𝑡)(𝑓(𝑠)− 𝑠) +
∫︁ 𝑡

0

[︀
𝑓
(︀
𝐹 1

𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)
)︀
− 𝑓(𝑠)

]︀
𝑑𝐺1(𝑢)

> 𝑠+𝐺2(𝑡)(𝑓(𝑠)− 𝑠) +
∫︁ 𝑡

0

[︀
𝑓
(︀
𝐹 2

𝑛(𝑡− 𝑢; 𝑠)
)︀
− 𝑓(𝑠)

]︀
𝑑𝐺2(𝑢)

= 𝐹 2
𝑛+1(𝑡; 𝑠).

Отсюда, переходя к пределу при 𝑛 → ∞, получаем неравен-
ство (80). �

Доказательство теоремы 52. Пусть, как и ранее, 𝑄(𝑡; 𝑠) =
1 − 𝐹 (𝑡; 𝑠) и 𝑄(𝑡) = 𝑄(𝑡; 0). Мы знаем, что функция 𝑄(𝑡; 𝑠) удо-
влетворяет интегральному уравнению

𝑄(𝑡; 𝑠) = (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) +
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢).

Следовательно,

1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠)) = (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡))−𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠))

+
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢), (81)

где

𝑅 (𝑦) := 𝑓(1− 𝑦)− (1− 𝑦) ∼ 𝜎2

2
𝑦2, 𝑦 → 0 + . (82)

Применяя преобразование Лапласа к обеим частям (81), получа-
ем

𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

= (1− 𝑠)
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡−
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡. (83)

Поскольку lim𝑡→∞𝑄(𝑡; 𝑠) 6 lim𝑡→∞𝑄(𝑡) = 0 для любого 𝑠 ∈ [0, 1],
то ∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡 6

6
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) 𝑑𝑡 = 𝑜

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0 + .
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Следовательно,

(1− 𝑠)
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑅(𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡, 𝜆→ 0 + .

(84)
Рассмотрим сначала случай 𝛽 < 1. Ввиду теоремы 42 условие

(78) дает

(1− 𝑠)
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼ (1− 𝑠) Γ(1− 𝛽)
𝜆1−𝛽

𝐿

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0+,

что в сочетании с (84) приводит к асимптотике∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡 ∼ (1− 𝑠) Γ(1− 𝛽)
𝜆1−𝛽

𝐿

(︂
1
𝜆

)︂
, 𝜆→ 0 + .

В силу леммы 50 и определения (82) функция 𝑅(𝑄(𝑡; 𝑠)) моно-
тонна по 𝑡 при фиксированном 𝑠. Теперь тауберова теорема для
плотностей дает

𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) ∼ (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)), 𝑡→∞. (85)

Таким образом, при каждом фиксированном 𝑠 ∈ [0, 1)

𝜎2

2
𝑄2(𝑡; 𝑠) ∼ (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) ∼ (1− 𝑠)

𝐿(𝑡)
𝑡𝛽

, 𝑡→∞,

или

𝑄(𝑡; 𝑠) ∼
√︂

2
𝜎2

(1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) ∼
√︂

2
𝜎2

𝐿(𝑡)
𝑡𝛽

√
1− 𝑠, 𝑡→∞.

В частности,

𝑄(𝑡) ∼
√︂

2
𝜎2

𝐿(𝑡)
𝑡𝛽

, 𝑡→∞.

Отсюда вытекает, что

lim
𝑡→∞

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

=
√

1− 𝑠

и, следовательно,

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
= 1− lim

𝑡→∞

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

= 1−
√

1− 𝑠.
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Пусть теперь 𝛽 = 1. Ясно, что для любого 𝛾 ∈ (0, 1) найдется
функция распределения 𝐺2(𝑡) такая, что

1−𝐺2(𝑡) ∼ 1
𝑡𝛾
, 𝑡→∞,

и 𝐺(𝑡) > 𝐺2(𝑡), 𝑡 > 0. В силу леммы 53 это означает, что ес-
ли 𝐹2(𝑡; 𝑠) – производящая функция частиц в момент времени 𝑡
в (𝐺2, 𝑓)-процессе, то для любых 𝑠 ∈ [0, 1] и 𝑡 > 0

𝑄(𝑡; 𝑠) 6 𝑄2(𝑡; 𝑠) := 1− 𝐹2(𝑡; 𝑠).

Отсюда следует, что для любого 𝜀 > 0 и любого 𝑠 ∈ [0, 1)

𝑄(𝑡; 𝑠) = 𝑜
(︁
𝑡−1/2+𝜀

)︁
, 𝑡→∞. (86)

Дифференцируя равенство (83) по 𝜆, получаем∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

− 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

− 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

= − (1− 𝑠)
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡+
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡.

(87)

Используя теоремы 31, 40 и 42, нетрудно убедиться в том, что∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡))𝑑𝑡 ∼ 𝐿1

(︀
𝜆−1

)︀
, 𝜆→ 0+, (88)

для некоторой функции 𝐿1(𝑡), медленно меняющейся на беско-
нечности, и что∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼
𝐿
(︀
𝜆−1

)︀
𝜆

, 𝜆→ 0 + . (89)

Кроме того, в силу оценки (86) и тауберовой теоремы для плот-
ностей найдется константа 𝐶 ∈ (0,∞) такая, что∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡 6
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) 𝑑𝑡

6 𝐶1

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 1
(𝑡+ 1)1/2−𝜀

𝑑𝑡 6
𝐶

𝜆1/2+𝜀
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и ∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡 6
𝐶

𝜆3/2+𝜀
.

Отсюда следует, что для любого 𝜀 ∈ (0, 1/2)

0 6
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

+ 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

+ 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

= 𝑜

(︂
𝐿1

(︀
𝜆−1

)︀
× 1
𝜆1/2+𝜀

)︂
+ 𝑜

(︃
𝜆×

𝐿
(︀
𝜆−1

)︀
𝜆

× 1
𝜆1/2+𝜀

)︃

+ 𝑜

(︂
𝜆× 𝐿1(𝜆−1)× 1

𝜆1/2+𝜀

)︂
= 𝑜

(︂
1

𝜆1/2+𝜀

)︂
(90)

= 𝑜

(︂∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
)︂
, 𝜆→ 0 + . (91)

Комбинируя эту оценку с (87), мы видим, что

(1− 𝑠)
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡, 𝜆→ 0 + .

(92)
Вспоминая теперь теорему 42 и следствие 43, выводим

(1− 𝑠) 𝑡(1−𝐺(𝑡)) ∼ 𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) , 𝑡→∞, (93)

что доказывает теорему 52 для 𝛽 = 1.
Если 𝛽 ∈ (1, 2), то вместо (88) и (89) имеем

𝜇 =
∫︁ ∞

0

(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 <∞, (94)∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡))𝑑𝑡 ∼ Γ(2− 𝛽)
𝐿
(︀
𝜆−1

)︀
𝜆2−𝛽

, 𝜆→ 0+, (95)

в то время как соотношения (90) и (91) по-прежнему верны, если
только 𝜀 > 0 удовлетворяет неравенству 2 − 𝛽 > 1/2 + 𝜀 или
3/2 > 𝛽 + 𝜀. Ясно, что для любого 𝛽 ∈ (0, 3/2) такое значение
𝜀 > 0 всегда можно найти. Отсюда, как и в случае 𝛽 = 1, легко
следует утверждение теоремы для любого 𝛽 ∈ (0, 3/2).
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Для доказательства теоремы 52 при 𝛽 ∈ (3/2, 2) воспользуемся
индукцией. Положим

𝛽𝑘 := 1 +
1
2

+
1
4

+ · · ·+ 1
2𝑘

= 2− 1
2𝑘

и допустим, что теорема 52 доказана для всех 𝛽 < 𝛽𝑘. Покажем,
что в этом случае теорема верна и для 𝛽𝑘 6 𝛽 < 𝛽𝑘+1. Действи-
тельно, по предположению индукции условие (78) влечет

𝑄(𝑡; 𝑠) ∼
√︂

2
𝜎2

𝐿(𝑡)
𝑡𝛽

√
1− 𝑠

при всех 𝛽 < 𝛽𝑘. Отсюда и из леммы 53 вытекает, что если 𝛽𝑘 6
𝛽 < 𝛽𝑘+1, то для любого 𝜀 > 0

𝑄(𝑡; 𝑠) = 𝑜
(︁
𝑡−𝛽𝑘/2+𝜀

)︁
, 𝑡→∞.

Вспоминая теперь тауберову теорему, заключаем, что

0 6
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

+ 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

+ 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

= 𝑜

(︂
1

𝜆1−𝛽𝑘/2+𝜀

)︂
+ 𝑜

(︃
𝜆×

𝐿
(︀
𝜆−1

)︀
𝜆2−𝛽

× 1
𝜆1−𝛽𝑘/2+𝜀

)︃

+ 𝑜

(︂
𝜆× 1

𝜆2−𝛽𝑘/2+𝜀

)︂
= 𝑜

(︂
1

𝜆1−𝛽𝑘/2+𝜀

)︂
= 𝑜

(︂∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
)︂
, 𝜆→ 0+,

если только
1− 𝛽𝑘/2 + 𝜀 < 2− 𝛽,

т.е. если 𝛽 + 𝜀 < 1 + 𝛽𝑘/2 = 𝛽𝑘+1.
Отсюда следуют оценки (92) и (93) для 𝛽𝑘 6 𝛽 < 𝛽𝑘+1. По-

скольку
lim

𝑘→∞
𝛽𝑘 = 2,

то индукционным переходом можно доказать теорему для любого
𝛽 < 2, что и требовалось. �
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11. Критические процессы Беллмана–Харриса:
условные предельные распределения
с атомами в нуле или бесконечности

В этом разделе мы покажем, что при определенных ограниче-
ниях на распределение длительности жизни частиц и подходящем
выборе нормировки условное предельное распределение числа ча-
стиц 𝑍(𝑡) в критическом ветвящемся процессе Беллмана–Харриса
в момент 𝑡 (при условии невырождения процесса к этому момен-
ту) может быть как чисто дискретным (с атомом в бесконечно-
сти), так и непрерывным (с атомом в нуле).

Всюду далее в этом разделе будем предполагать, что выполнен
следующий набор условий:

𝑓 ′(1) = 1, 𝜎2 = 𝑓 ′′(1) ∈ (0,∞) (96)

и для некоторой константы 𝐶 ∈ (0,∞)

P(𝜏 > 𝑡) = 1−𝐺(𝑡) ∼ 𝐶

𝑡2
, 𝑡→∞. (97)

Ясно, что если выполнено условие (97), то 𝜇 = E𝜏 <∞.
Для фиксированного 𝑠 ∈ [0, 1) обозначим

ℎ(𝑠) :=
𝜇+

√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶(1− 𝑠)

𝜎2

– единственное положительное решение уравнения

𝜎2

2
ℎ2(𝑠) = 𝐶(1− 𝑠) + ℎ(𝑠)𝜇.

Теорема 54. Если выполнены условия (96) и (97), то
(i) при 𝑡→∞

P(𝑍(𝑡) > 0) ∼ 𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

𝜎2𝑡
=
ℎ(0)
𝑡

∼ 1− 𝑓[︂
2𝑡

𝜇+
√

𝜇2+2𝜎2𝐶

]︂(0);

(ii) для любого 𝑠 ∈ [0, 1)

𝐻(𝑠) := lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
= 1−

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶(1− 𝑠)

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

= 1− ℎ(𝑠)
ℎ(0)

;
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(iii) для любого 𝑥 > 0

lim
𝑡→∞

P
(︂

2𝜇𝑍(𝑡)
𝜎2𝑡

6 𝑥 |𝑍(𝑡) > 0
)︂

= 1− 𝑟 + 𝑟(1− 𝑒−𝑥),

где
𝑟 =

2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

.

Замечание. Легко проверить, что

lim
𝑠↑1

𝐻(𝑠) = 1− 2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

= 1− 𝑟 < 1.

Таким образом, предельное распределение из пункта ii) имеет
атом величины 𝑟 на бесконечности, в то время как предельное
распределение пункта iii) имеет атом величины 1− 𝑟 в нуле!

Мы начнем доказательство теоремы 54 с формулировки сле-
дующей леммы, справедливость которой можно проверить при
помощи рассуждений, использовавшихся при доказательстве тео-
ремы 45.

Лемма 55. Пусть 𝜁𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , – последовательность
независимых одинаково распределенных случайных величин с ну-
левым математическим ожиданием и таких, что при 𝑡→∞

P (𝜁𝑖 > 𝑡) ∼ 𝐶𝑡−2, 𝐶 > 0.

Тогда для 𝑆𝑛 := 𝜁1 + · · ·+ 𝜁𝑛 и для любого 𝑥 > 0 при 𝑛→∞

P (𝑆𝑛 > 𝑥𝑛) = 𝑂
(︀
𝑛−1

)︀
.

Лемма 56. Пусть выполнены условия теоремы 54. Тогда
найдутся положительные константы 𝑐1 и 𝑐2 такие, что

𝑐1
𝑡+ 1

6 𝑄(𝑡; 0) 6
𝑐2
𝑡+ 1

(98)

при всех 𝑡 > 0.

Доказательство. Мы знаем из леммы 53, что если 𝑍1(𝑡) и
𝑍(𝑡) – два критических процесса Беллмана–Харриса, имеющих
одну и ту же производящую функцию 𝑓(𝑠) числа непосредствен-
ных потомков частиц и распределения времени жизни частиц
𝐺1(𝑡) и 𝐺(𝑡) такие, что

1−𝐺1(𝑡) 6 1−𝐺(𝑡), 𝑡 > 0, (99)
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то для всех 𝑠 ∈ [0, 1] и всех 𝑡 > 0

𝑄1(𝑡; 𝑠) := 1−E𝑠𝑍1(𝑡) 6 1−E𝑠𝑍(𝑡) =: 𝑄(𝑡; 𝑠). (100)

Ясно, что для любой функции 𝐺(𝑡), удовлетворяющей усло-
вию (97), всегда можно подобрать функцию распределения 𝐺1(𝑡)
с носителем на полуоси [0,∞) такую, что

1−𝐺1(𝑡) = 𝑜

(︂
1
𝑡2

)︂
, 𝑡→∞, (101)

и для которой выполнено условие (99). Как было показано в тео-
реме 49, вероятность невырождения 𝑄1(𝑡, 0) вспомогательного
(𝐺1, 𝑓)-процесса ведет себя как 𝐶1𝑡

−1 при 𝑡 → ∞. Отсюда и из
(100) следует оценка снизу в (98).

Для получения оценки сверху напомним, что согласно лем-
ме 51 для любых 𝑛 = 0, 1, . . . и 𝑡 > 0

𝑄(𝑡; 0) 6 1− 𝑓𝑛(0) + 1−𝐺*𝑛(𝑡).

Пусть теперь 𝜁𝑖 := 𝜏𝑖−𝜇, где 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , – последовательность
независимых одинаково распределенных случайных величин с об-
щей функцией распределения 𝐺(𝑡), а 𝑆𝑛 = 𝜁1 + · · ·+ 𝜁𝑛. Выбирая
𝑛 :=

[︀
𝑡(1− 𝜀)𝜇−1

]︀
, 𝜀 ∈ (0, 1), и вспоминая лемму 55, заключаем,

что

1−𝐺*𝑛(𝑡) = P (𝑆𝑛 > 𝑡− 𝑛𝜇) 6 P (𝑆𝑛 − 𝑛𝜇 > 𝑡𝜀) = 𝑂
(︀
𝑡−1
)︀

при 𝑡→∞. Следовательно,

𝑄(𝑡; 0) 6 1− 𝑓𝑛(0) + 1−𝐺*𝑛(𝑡) 6 𝑐𝑡−1,

что доказывает справедливость правого неравенства в (98). �

Лемма 57. Если выполнено условие (97), то для любого 𝜌 ∈
(0, 1) ∫︁ 𝑡𝜌

0

(︂
1

𝑡− 𝑢
− 1
𝑡

)︂
𝑑𝐺(𝑢) =

𝜇

𝑡2
+ 𝑜

(︂
1
𝑡2

)︂
, 𝑡→∞.

Доказательство. Имеем∫︁ 𝑡𝜌

0

(︂
1

𝑡− 𝑢
− 1
𝑡

)︂
𝑑𝐺(𝑢) =

1
𝑡2

∫︁ 𝑡𝜌

0

𝑢

(1− 𝑢/𝑡)
𝑑𝐺(𝑢)

=
1
𝑡2

∫︁ 𝑡𝜌

0

𝑢 𝑑𝐺(𝑢) + ∆(𝑡),
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где

0 6 ∆(𝑡) :=
1
𝑡2

∫︁ 𝑡𝜌

0

𝑢2

𝑡− 𝑢
𝑑𝐺(𝑢) 6

1
𝑡3(1− 𝜌)

∫︁ 𝑡𝜌

0

𝑢2 𝑑𝐺(𝑢).

При помощи интегрирования по частям нетрудно проверить, что

−
∫︁ 𝑡𝜌

0

𝑢2𝑑(1−𝐺(𝑢)) = − (𝜌𝑡)2 (1−𝐺(𝜌𝑡)) + 2
∫︁ 𝑡𝜌

0

𝑢(1−𝐺(𝑢)) 𝑑𝑢

= 𝑂 (ln 𝑡) , 𝑡→∞.

Отсюда и из предыдущих оценок легко следует утверждение лем-
мы.

Доказательство теоремы 54. Исходя из интегрального
уравнения для 𝑄(𝑡; 𝑠), нетрудно проверить, что

1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠)) = (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡))−𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠))

+
∫︁ 𝑡

0

[1− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢),

где, как и ранее, 𝑅(𝑦) = 𝑓(1− 𝑦)− (1− 𝑦). Отсюда легко вывести
соотношение

𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) + (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠)))(1−𝐺(𝑡)) = (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡))

+
∫︁ 𝑡

0

[𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢). (102)

Для фиксированных 0 < 𝜌 < 1− 𝜀 < 1 справедливы неравенства∫︁ 𝑡

𝑡𝜌

[𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢) 6

6
∫︁ 𝑡

𝑡𝜌

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

=
∫︁ 𝑡(1−𝜀)

𝑡𝜌

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

+
∫︁ 𝑡

𝑡(1−𝜀)

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

6 𝑄(𝑡𝜀; 0)(1−𝐺(𝑡𝜌)) + (1−𝐺(𝑡(1− 𝜀)))− (1−𝐺(𝑡)). (103)
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В силу условий теоремы для любого 𝜀 > 0

lim
𝑡→∞

𝑄(𝑡𝜀; 0)(1−𝐺(𝑡𝜌))
1−𝐺(𝑡)

= 0

и, кроме того,

lim sup
𝜀→0+

lim
𝑡→∞

(1−𝐺(𝑡(1− 𝜀)))− (1−𝐺(𝑡))
1−𝐺(𝑡)

=

= lim sup
𝜀→0+

(︂
1

(1− 𝜀)2
− 1
)︂

= 0.

В сочетании с (103) эти соотношения приводят к оценке∫︁ 𝑡

𝑡𝜌

[𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] = 𝑜((1−𝐺(𝑡)), 𝑡→∞.

(104)

Далее,∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢) 6

6
∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢),

и поскольку 𝑄(𝑡; 𝑠) → 0 при 𝑡 → ∞, а 𝑓 ′(1) = 1, то для любого
фиксированного 𝜀 > 0 и 𝑡 > 𝑡0(𝜀) справедливы неравенства∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))− 𝑓(1−𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠))] 𝑑𝐺(𝑢)

> 𝑓 ′(1−𝑄(𝑡(1− 𝜌); 𝑠))
∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

>
∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

− 𝜀

∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢).

Вспоминая, что 𝑅(𝑦) = 𝑓(1 − 𝑦) − (1 − 𝑦) ∼ 𝜎2𝑦2/2 при 𝑦 → 0+
в силу условия (96), и обращаясь к (102), мы видим, что

(1− 𝜀)
𝜎2

2
𝑄2(𝑡; 𝑠) 6 (1 + 𝜀) (1− 𝑠) (1−𝐺(𝑡)) +

+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢) (105)
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для всех достаточно больших значений 𝑡.
Из неравенства

𝑄(𝑡; 0) > 𝑄(𝑡; 𝑠) =
∞∑︁

𝑘=1

P (𝑍(𝑡) = 𝑘) (1− 𝑠𝑘)

>
∞∑︁

𝑘=1

P (𝑍(𝑡) = 𝑘) (1− 𝑠) = (1− 𝑠)𝑄(𝑡; 0)

и леммы 56 нетрудно вывести, что для любого фиксированного
значения 𝑠 ∈ [0, 1) найдутся константы 𝑐1 = 𝑐1(𝑠) и 𝑐2 = 𝑐2(𝑠)
такие, что

0 <
𝑐1
𝑡+ 1

6 𝑄(𝑡; 𝑠) 6
𝑐2
𝑡+ 1

для всех 𝑡 > 0. Покажем, что при каждом 𝑠 ∈ [0, 1) существует
предел

lim
𝑡→∞

𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) =: 𝑔(𝑠). (106)

Предположим, что при каком-либо 𝑠 ∈ [0, 1) предел в (106) не
существует и, следовательно, для этого 𝑠

lim inf
𝑡→∞

𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) = 𝑔1(𝑠), lim sup
𝑡→∞

𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) = 𝑔2(𝑠), (107)

причем найдутся числа 𝑔1 < 𝑔2 такие, что

0 < 𝑔1(𝑠) < 𝑔1 < 𝑔2 < 𝑔2(𝑠) <∞.

Положим 𝑡1 = 1, и пусть для 𝑛 = 1, 2, . . .

𝑡2𝑛 := inf {𝑡 > 𝑡2𝑛−1 : 𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) > 𝑔2} , (108)
𝑡2𝑛+1 := inf {𝑡 > 𝑡2𝑛 : 𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) 6 𝑔1} . (109)

Ясно, что мы можем выбрать 𝛿 ∈ (0, 1) таким образом, чтобы
выполнялось неравенство

𝑔2𝑡
−1 > (𝛿𝑡)−1

𝑔1, т.е. 𝛿𝑔2 > 𝑔1.

Покажем, что
𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) 6 𝑔2, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑛𝛿, 𝑡2𝑛),

и
𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) > 𝑔1, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑛+1𝛿, 𝑡2𝑛+1).
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Действительно, в силу монотонного убывания функции 𝑄(𝑡; 𝑠)
по 𝑡 при каждом фиксированном 𝑠 ∈ [0, 1]

𝑔1 > 𝑡2𝑛−1𝑄(𝑡2𝑛−1; 𝑠)

> 𝑡2𝑛−1𝑄(𝑡2𝑛; 𝑠) =
𝑡2𝑛−1

𝑡2𝑛
𝑡2𝑛𝑄(𝑡2𝑛; 𝑠) > 𝑔2

𝑡2𝑛−1

𝑡2𝑛
.

Следовательно,
𝑔1
𝑔2
𝑡2𝑛 > 𝑡2𝑛−1.

Таким образом, для 𝛿 ∈ (𝑔1𝑔−1
2 , 1) справедлива оценка

𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) 6 𝑔2, 𝑡 ∈ [𝛿𝑡2𝑛, 𝑡2𝑛).

С другой стороны, для любого 𝑢 ∈ (𝛿, 1)

𝑢𝑡2𝑛𝑄(𝑢𝑡2𝑛; 𝑠) > 𝑢𝑡2𝑛𝑄(𝑡2𝑛; 𝑠) > 𝑢𝑔2 > 𝑢𝑔1𝛿−1 > 𝑔1.

Отсюда
𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) > 𝑔1, 𝑡 ∈ [𝛿𝑡2𝑛, 𝑡2𝑛),

и, кроме того,
𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) > 𝑔1, 𝑡 ∈ [𝑡2𝑛, 𝑡2𝑛+1).

Объединение этих соотношений приводит к неравенству

𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) > 𝑔1, 𝑡 ∈ [𝛿𝑡2𝑛, 𝑡2𝑛+1) ⊇ [𝛿𝑡2𝑛+1, 𝑡2𝑛+1).

Используя оценку (108) в (105) при 𝑡 = 𝑡2𝑛 и 𝜌 = 1−𝛿 и вспоминая
лемму 57 и условия теоремы 54, нетрудно убедиться в справедли-
вости следующей цепочки неравенств для любого фиксированно-
го 𝜀 > 0 и всех 𝑡 > 𝑡0 = 𝑡0(𝜀)

(1− 𝜀)
𝜎2

2
𝑔2
2

1
𝑡2
6

6 (1 + 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

6 (1 + 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[︁
𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)− 𝑔2

𝑡

]︁
𝑑𝐺(𝑢)

6 (1 + 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[︂
𝑔2
𝑡− 𝑢

− 𝑔2
𝑡

]︂
𝑑𝐺(𝑢)

6 (1 + 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
𝑔2𝜇

𝑡2
(1 + 𝜀) .
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Поскольку значение величины 𝜀 > 0 можно выбрать сколь угодно
малым, из приведенных оценок вытекает, что

𝜎2

2
𝑔2
2 6 𝐶(1− 𝑠) + 𝑔2𝜇. (110)

При помощи сходных рассуждений и неравенства (109) можно
проверить, что при 𝑡 = 𝑡2𝑛−1, 𝜌 = 1 − 𝛿, любом 𝜀 > 0 и всех
𝑡 > 𝑡0 = 𝑡0(𝜀)

(1 + 𝜀)
𝜎2

2
𝑔2
1

1
𝑡2
>

> (1− 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)−𝑄(𝑡; 𝑠)] 𝑑𝐺(𝑢)

> (1− 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[︁
𝑄(𝑡− 𝑢; 𝑠)− 𝑔1

𝑡

]︁
𝑑𝐺(𝑢)

> (1− 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
∫︁ 𝑡𝜌

0

[︂
𝑔1
𝑡− 𝑢

− 𝑔1
𝑡

]︂
𝑑𝐺(𝑢)

> (1− 𝜀)
𝐶(1− 𝑠)

𝑡2
+
𝑔1𝜇

𝑡2
(1− 𝜀) ,

что приводит к неравенству

𝜎2

2
𝑔2
1 > 𝐶(1− 𝑠) + 𝑔1𝜇. (111)

Поскольку мы выбрали произвольные значения 𝑔1 < 𝑔2 внутри
интервала (𝑔1(𝑠), 𝑔2(𝑠)), то оценки (110) и (111) означают, что для
любого числа 𝑔 ∈ (𝑔1(𝑠), 𝑔2(𝑠)) справедливо соотношение

𝜎2

2
𝑔2 = 𝐶(1− 𝑠) + 𝑔𝜇.

Единственное положительное решение этого уравнения вычисля-
ется по формуле

𝑔 =
𝜇+

√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶 (1− 𝑠)

𝜎2

и является постоянным при фиксированном 𝑠. Следовательно,
множество [𝑔1(𝑠), 𝑔2(𝑠)] не имеет внутренних точек и, таким обра-
зом, предположение о том, что 𝑔1(𝑠) < 𝑔2(𝑠) в соотношении (107)
ошибочно.
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Итак, мы доказали существование предела в (106). Займемся
теперь вычислением предельного значения. Для удобства изло-
жения запишем еще раз соотношение (87), выведенное при дока-
зательстве теоремы 52:∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

− 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

− 𝜆

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡

= − (1− 𝑠)
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡+
∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡.

(112)

В силу условия (97) и тауберовой теоремы

𝜇 =
∫︁ ∞

0

(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 <∞, (113)∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡(1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡 ∼ 𝐶 log
1
𝜆
, 𝜆→ 0 + . (114)

Далее, из (106), соотношения 1−𝑓(1−𝑦) ∼ 𝑦, 𝑦 → 0+, и тауберовой
теоремы вытекает, что∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡 ∼ 𝑔(𝑠) log
1
𝜆
, 𝜆→ 0+, (115)

и ∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡 (1− 𝑓(1−𝑄(𝑡; 𝑠))) 𝑑𝑡 ∼ 𝑔(𝑠)
𝜆
, 𝜆→ 0 + . (116)

И, наконец, в силу представления 𝑅(𝑦) ∼ 𝜎2𝑦2/2, 𝑦 → 0+,∫︁ ∞

0

𝑒−𝜆𝑡𝑡𝑅 (𝑄(𝑡; 𝑠)) 𝑑𝑡 ∼ 𝜎2𝑔2(𝑠)
2

log
1
𝜆
, 𝜆→ 0 + . (117)

Подставляя оценки (113)–(117) в (112), мы видим, что при 𝜆→ 0+

𝜇𝑔(𝑠) log
1
𝜆
− 𝜆𝐶𝑔(𝑠) log2 1

𝜆
− 𝜆𝜇

𝑔(𝑠)
𝜆

∼

∼ −(1− 𝑠)𝐶 log
1
𝜆

+
𝜎2𝑔2(𝑠)

2
log

1
𝜆
.
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Легко проверить, что последнее возможно лишь в случае

𝜎2

2
𝑔2(𝑠) = 𝐶(1− 𝑠) + 𝜇𝑔(𝑠).

Таким образом,

𝑔(𝑠) =
𝜇+

√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶 (1− 𝑠)

𝜎2
= ℎ(𝑠).

Следовательно,
lim

𝑡→∞
𝑡𝑄(𝑡; 𝑠) = ℎ(𝑠). (118)

Отсюда при 𝑠 = 0 следует утверждение i) теоремы 54, посколь-
ку

1− 𝑓𝑛(0) ∼ 2
𝑛𝜎2

, 𝑛→∞, (119)

согласно теореме 29.
Для доказательства утверждения ii) теоремы 54 достаточно

воспользоваться (118) и равенствами

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑠𝑍(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
= 1− lim

𝑡→∞

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡; 0)

= 1− ℎ(𝑠)
ℎ(0)

=: 𝐻(𝑠).

(120)
Как уже отмечалось,

lim
𝑠→1−

𝐻(𝑠) = 1− 2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

и, таким образом, предельное распределение в (120) имеет атом
величины

2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

в бесконечности.
Перейдем к доказательству утверждения iii). Для фиксиро-

ванного 𝜆 > 0 положим 𝑠 = 𝑠(𝑡;𝜆) := exp
{︁
−2𝜆𝜇

(︀
𝜎2𝑡
)︀−1
}︁

и най-
дем при 𝑡 → ∞ асимптотику функции 𝑁 = 𝑁(𝑡) = 𝑁(𝑡, 𝜆), удо-
влетворяющей неравенствам

𝑓𝑁(𝑡)(0) 6 exp
{︁
−2𝜆𝜇

(︀
𝜎2𝑡
)︀−1
}︁
6 𝑓𝑁(𝑡)+1(0).
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Отталкиваясь от асимптотического представления (119), легко
проверить, что при 𝑡→∞

2/
(︀
𝜎2𝑁(𝑡, 𝜆)

)︀
∼ 2𝜆𝜇

(︀
𝜎2𝑡
)︀−1

и, следовательно,𝑁(𝑡, 𝜆) ∼ 𝑡(𝜇𝜆)−1 при 𝑡→∞. Согласно лемме 51
для любого 𝑛 = 0, 1, 2, . . . и любого 𝑡 > 0

1− 𝑓𝑛(𝑠)
𝑄(𝑡)

− 1− 𝑠

𝑄(𝑡)
𝐺*𝑛(𝑡) 6

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

.

Взяв в этом неравенстве 𝑛 :=
[︀
𝑡(1 + 𝜀)𝜇−1

]︀
и устремив сначала 𝑡

к бесконечности, а затем 𝜀 к нулю, получим

lim
𝜀→+0

lim
𝑡→∞

1− 𝑓𝑛(𝑠)
𝑄(𝑡)

= lim
𝜀→+0

lim
𝑡→∞

1− 𝑓[𝑡(1+𝜀)𝜇−1](𝑓𝑁+1(0))
𝑄(𝑡)

= lim
𝜀→+0

lim
𝑡→∞

𝜎2𝑡

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

2
𝜎2 (𝑡(1 + 𝜀)𝜇−1 + 𝑡(𝜆𝜇)−1)

=
2𝜆𝜇(︁

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

)︁
(𝜆+ 1)

,

в то время как в силу уже доказанного утверждения i) и лем-
мы 55,

lim
𝑡→∞

1− 𝑠

𝑄(𝑡)
𝐺*𝑛(𝑡) =

2𝜆𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

lim
𝑡→∞

𝐺*𝑛(𝑡)

=
2𝜆𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

lim
𝑡→∞

P
(︀
𝜏1 + · · ·+ 𝜏[𝑡(1+𝜀)𝜇−1] 6 𝑡

)︀
= 0.

Следовательно,

lim inf
𝑡→∞

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

>
2𝜆𝜇(︁

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

)︁
(𝜆+ 1)

.

Аналогично, полагая 𝑛 :=
[︀
𝑡(1− 𝜀)𝜇−1

]︀
, 𝜀 ∈ (0, 1), и 𝑠 := 𝑠(𝑡;𝜆),

можно показать, что

lim sup
𝑡→∞

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

6
2𝜆𝜇(︁

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

)︁
(𝜆+ 1)

.
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Таким образом,

lim
𝑡→∞

𝑄(𝑡; 𝑠)
𝑄(𝑡)

=
2𝜆𝜇(︁

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

)︁
(𝜆+ 1)

,

что в свою очередь влечет

lim
𝑡→∞

E
[︀
exp

{︀
−2𝜇𝜆𝑍(𝑡)/𝑡𝜎2

}︀
|𝑍(𝑡) > 0

]︀
=

= 1− 2𝜆𝜇(︁
𝜇+

√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

)︁
(𝜆+ 1)

= 1− 2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

+
2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

1
𝜆+ 1

.

Последнее выражение является преобразованием Лапласа функ-
ции распределения

𝑇 (𝑥) = 1− 2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

+
2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

(1− 𝑒−𝑥), 𝑥 > 0,

которое имеет в нуле атом величины

1− 2𝜇

𝜇+
√︀
𝜇2 + 2𝜎2𝐶

.

Утверждение iii) теоремы 54 доказано. �

12. Распределение расстояния до ближайшего
общего предка в критических процессах

Беллмана–Харриса

Пусть 𝒩 – множество наборов натуральных чисел, имеющих
вид d = (𝑑0, 𝑑1, . . . , 𝑑𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . . Паре наборов

d′ = (1, 𝑑′1, . . . , 𝑑
′
𝑘′) ∈ 𝒩 и d′′ = (1, 𝑑′′1 , . . . , 𝑑

′′
𝑘′′) ∈ 𝒩

сопоставим набор

p := d′ ∩ d′′ = (1, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛),

где 𝑛 = min{𝑖 : 𝑑′𝑖+1 ̸= 𝑑′′𝑖+1}, а 𝑝𝑖 = 𝑑′𝑖 = 𝑑′′𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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Пусть 𝑍(𝑡), 𝑡 > 0, – регулярный ветвящийся процесс Беллма-
на–Харриса, начинающийся в момент 𝑡 = 0 с одной частицы ну-
левого возраста (𝑍(0) = 1). Свяжем с каждой частицей этого
процесса последовательность d ∈ 𝒩 следующим образом. Перво-
начальной частице сопоставим набор d = (1). Пусть теперь неко-
торой частице уже сопоставлен набор d = (1, 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘) ∈ 𝒩 , и
пусть 𝑀 – количество ее непосредственных потомков (если та-
ковые есть). Занумеруем потомков произвольным образом числа-
ми от 1 до 𝑀 , а затем сопоставим потомку с номером 𝑚 набор
d* = (1, 𝑑1, . . . , 𝑑𝑘,𝑚).

В дальнейшем мы часто будем отождествлять частицу с со-
ответствующим ей набором, полученным при помощи описанной
выше процедуры.

Пусть имеются две частицы d′ = (1, 𝑑′1, . . . , 𝑑
′
𝑘′) и d′′ =

(1, 𝑑′′1 , . . . , 𝑑
′′
𝑘′′).

Определение 5. Частица p := d′ ∩ d′′ называется ближай-
шим общим предком частиц d′ и d′′.

Предположим, что 𝑍(𝑡) > 0, и пусть d(1),d(2), . . . ,d(𝑍(𝑡)) –
множество частиц, существующих в процессе в момент 𝑡.

Определение 6. Частица p(𝑡) :=
⋂︀𝑍(𝑡)

𝑖=1 d(𝑖) называется бли-
жайшим общим предком всех частиц, существующих в процессе
Беллмана–Харриса в момент 𝑡.

Пусть 𝑇 (𝑡) – момент деления частицы p(𝑡). Нас будет инте-
ресовать распределение случайной величины 𝜂(𝑡) := 𝑡 − 𝑇 (𝑡) –
расстояния до момента гибели ближайшего общего предка всех
частиц, существующих в процессе момент 𝑡, при условии 𝑍(𝑡) > 0.
А именно, мы докажем следующую теорему.

Теорема 58. Если (𝐺, 𝑓)-процесс удовлетворяет условиям

𝑓 ′(1) = 1, 𝜎2 = 𝑓 ′′(1) ∈ (0,∞) (121)

и
1−𝐺(𝑡) = 𝑜(𝑡−2), 𝑡→∞, (122)

то

lim
𝑡→∞

P
(︂
𝜂(𝑡)
𝑡

< 𝑦
⃒⃒⃒
𝑍(𝑡) > 0

)︂
= 𝑦, 𝑦 ∈ [0, 1]. (123)
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При доказательстве теоремы 58 нам понадобится ряд вспомо-
гательных утверждений.

Обозначим 𝑍(𝑡, 𝑥) – количество частиц в процессе Беллмана–
Харриса в момент 𝑡, возраст каждой из которых не превосходит
величины 𝑥. Положим

𝐹 (𝑡, 𝑥; 𝑠) := E𝑠𝑍(𝑡, 𝑥).

Используя формулу полной вероятности, легко показать, что
функция 𝐹 (𝑡, 𝑥; 𝑠) удовлетворяет интегральному уравнению

𝐹 (𝑡, 𝑥; 𝑠) = (1−𝐺(𝑡)) [𝑠𝐽(𝑥− 𝑡) + 1− 𝐽(𝑥− 𝑡)]

+
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝐹 (𝑡− 𝑢, 𝑥; 𝑠)) 𝑑𝐺(𝑢),

где для удобства мы полагаем 𝐽(𝑦) = 1 при 𝑦 > 0 и 𝐽(𝑦) = 0 при
𝑦 < 0.

Отсюда следует, что для критического процесса Беллмана–
Харриса математическое ожидание 𝐴(𝑡, 𝑥) := E𝑍(𝑡, 𝑥), удовле-
творяет следующему уравнению восстановления

𝐴(𝑡, 𝑥) = (1−𝐺(𝑡))𝐽(𝑥− 𝑡) +
∫︁ 𝑡

0

𝐴(𝑡− 𝑢, 𝑥) 𝑑𝐺(𝑢).

Решая это уравнение, получаем:

𝐴(𝑡, 𝑥) =
∫︁ 𝑡

0

(1−𝐺(𝑡− 𝑦))𝐽(𝑥− (𝑡− 𝑦)) 𝑑𝑈(𝑦), (124)

где 𝑈(𝑡) =
∑︀∞

𝑘=0𝐺
*𝑘(𝑡).

Пусть 𝑍*(𝑡, 𝑥) – количество частиц в процессе в момент 𝑡, ко-
торые будут существовать в момент 𝑡+ 𝑥.

Лемма 59. Если выполнены условия теоремы 58, то для лю-
бого 𝜀 > 0

lim
𝑡→∞

P(𝑍*(𝑡, 𝑡𝜀) > 0|𝑍(𝑡) > 0) = 0. (125)

Доказательство. В силу равенства

𝑍*(𝑡, 𝑡𝜀) = 𝑍(𝑡(1 + 𝜀))− 𝑍(𝑡(1 + 𝜀), 𝑡𝜀),
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имеем

P (𝑍*(𝑡, 𝑡𝜀) > 0|𝑍(𝑡) > 0) 6 E [𝑍*(𝑡, 𝑡𝜀)|𝑍(𝑡) > 0]

6
E [𝑍(𝑡(1 + 𝜀))− 𝑍(𝑡(1 + 𝜀), 𝑡𝜀)]

P (𝑍(𝑡) > 0)
.

(126)

Используя (124), мы видим, что

E𝑍(𝑡(1 + 𝜀), 𝑡𝜀) =
∫︁ 𝑡(1+𝜀)

0

(1−𝐺(𝑡(1 + 𝜀)− 𝑦))𝐽 (𝑦 − 𝑡) 𝑑𝑈(𝑦)

=
∫︁ 𝑡(1+𝜀)

𝑡

(1−𝐺(𝑡(1 + 𝜀)− 𝑦)) 𝑑𝑈(𝑦)

= 1−
∫︁ 𝑡

0

(1−𝐺(𝑡(1 + 𝜀)− 𝑦)) 𝑑𝑈(𝑦).

Следовательно,

E𝑍*(𝑡, 𝑡𝜀) =
∫︁ 𝑡

0

(1−𝐺(𝑡(1 + 𝜀)− 𝑦)) 𝑑𝑈(𝑦)

6 𝑈(𝑡) (1−𝐺(𝑡𝜀)) = 𝑜(𝑡−1), 𝑡→∞.

Подставляя эти оценки в (126) и вспоминая, что P (𝑍(𝑡) > 0) ∼
2𝜇(𝜎2𝑡)−1 при 𝑡 → ∞ согласно теореме 49, нетрудно завершить
доказательство леммы. �

Лемма 60. Если выполнены условия теоремы 58, то для лю-
бых положительных 𝑞 и 𝜆

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑍(𝑡)𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡)

]︁
=

1
(1 + 𝑞𝜆)2

.

Доказательство. Вспоминая равенство (77), получаем

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
=

1
1 + 𝑞𝜆

. (127)

В силу аналитичности по 𝜆 предельной и допредельных функций
в (127) в области Re𝜆 > 0, частные производные допредельных
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функций по 𝜆 сходятся в указанной области к производной пре-
дельной функции по 𝜆, что влечет

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑍(𝑡)𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡)

]︁
= lim

𝑡→∞
E
[︁
𝑍(𝑡)𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡);𝑍(𝑡) > 0

]︁
= lim

𝑡→∞
𝑄(𝑡)E

[︁
𝑍(𝑡)𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
= − lim

𝑡→∞

𝜕E
[︀
𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︀
𝑞𝜕𝜆

= − 𝜕

𝑞𝜕𝜆
lim

𝑡→∞
E
[︁
𝑒−𝜆𝑞𝑍(𝑡)𝑄(𝑡)|𝑍(𝑡) > 0

]︁
=

1
(1 + 𝑞𝜆)2

.

Лемма доказана. �

Доказательство теоремы 58. Выберем 𝑦 ∈ (0, 1) и для
фиксированного значения 𝜀 ∈ (0, 𝑦) введем событие

𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀) := {𝑍(𝑡(1− 𝑦)) > 0, 𝑍*(𝑡(1− 𝑦), 𝑡𝜀) = 0} ,

состоящее в том, что в момент 𝑡(1 − 𝑦) в популяции нет частиц,
которые доживут до момента 𝑡(1− 𝑦) + 𝑡𝜀. Пусть, далее, событие̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀) имеет вид

̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀) := {𝑍(𝑡(1− 𝑦)) > 0, 𝑍*(𝑡(1− 𝑦), 𝑡𝜀) > 0} .

Ясно, что

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)) 6 P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0)

6 P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)) + P( ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)).

Таким образом,

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))
P (𝑍(𝑡) > 0)

6 P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦|𝑍(𝑡) > 0) (128)

и

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦|𝑍(𝑡) > 0) 6
P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))

P (𝑍(𝑡) > 0)

+
P
(︀ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)

)︀
P (𝑍(𝑡) > 0)

. (129)
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В силу леммы 59 и соотношения P (𝑍(𝑡) > 0) ∼ 2𝜇(𝜎2𝑡)−1 при
𝑡→∞, имеем

lim
𝑡→∞

P
(︀ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)

)︀
P (𝑍(𝑡) > 0)

=

= lim
𝑡→∞

P (𝑍*(𝑡(1− 𝑦), 𝑡𝜀) > 0|𝑍(𝑡(1− 𝑦)) > 0)

× P (𝑍(𝑡(1− 𝑦)) > 0)
P (𝑍(𝑡) > 0)

= 0. (130)

Следовательно, при 𝑡→∞ и 𝜀→ 0

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦|𝑍(𝑡) > 0) =
P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))

P (𝑍(𝑡) > 0)
+ 𝑜𝑡(1) + 𝑜𝜀(1). (131)

Обозначим 𝜁𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑍(𝑡(1− 𝑦)), – оставшиеся времена жиз-
ни частиц, существующих в процессе в момент 𝑡(1 − 𝑦), и пусть
ℬ(𝑡(1 − 𝑦)) – 𝜎-алгебра, порожденная случайной величиной
𝑍(𝑡(1−𝑦)) и набором времен 𝜁𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑍(𝑡(1−𝑦)). Поскольку
𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀) ∈ ℬ(𝑡(1− 𝑦)), то

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))
= E [E [𝐼 {𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0} | ℬ(𝑡(1− 𝑦))] 𝐼{𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}]

= E

[︃
𝑍(𝑡(1−𝑦))∑︁

𝑖=1

(1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦 − 𝜁𝑖; 0)))

×
∏︁
𝑗 ̸=𝑖

𝑓(𝐹 (𝑡𝑦 − 𝜁𝑗 ; 0))𝐼{𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︃
.

При выводе последнего равенства мы пользовались тем, что мо-
мент гибели ближайшего общего предка всех частиц, существу-
ющих в процессе в момент 𝑡, находится в диапазоне (𝑡(1 − 𝑦), 𝑡]
тогда и только тогда, когда все частицы, существующие в про-
цессе в момент 𝑡(1− 𝑦), погибнут к моменту 𝑡, причем ровно одна
из этих частиц будет иметь непустое потомство в момент 𝑡.

Далее для краткости вместо 𝐹 (𝑡; 0) будем писать 𝐹 (𝑡). Ис-
пользуя монотонность функции 𝑓(𝑠) по 𝑠 и функции 𝐹 (𝑢) по 𝑢,
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получаем

(1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦)))E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))−1(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))𝐼{𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
6 P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))
6 (1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀))))

×E[𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))−1(𝐹 (𝑡𝑦))𝐼{𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}]. (132)

Заметим теперь, что

(1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀))))E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))−1(𝐹 (𝑡𝑦))𝐼{𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
6

1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))
𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))

E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡𝑦))

]︁
.

Поскольку

log 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦)) ∼ − (1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))) ∼ − (1− 𝐹 (𝑡𝑦))

= −𝑄(𝑡𝑦) ∼ − 2𝜇
𝜎2𝑡𝑦

∼ −1− 𝑦

𝑦
𝑄(𝑡(1− 𝑦))

при 𝑡→∞, то лемма 60 с 𝜆 = 1 и 𝑞 = (1− 𝑦)𝑦−1 дает

lim
𝑡→∞

E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡𝑦))

]︁
=

1
(1 + (1− 𝑦)𝑦−1)2

= 𝑦2.

Опираясь на это равенство и устремляя 𝑡 → ∞, легко убедиться
в справедливости следующей цепочки асимптотических соотно-
шений:

1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))
𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))

E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡𝑦))

]︁
∼ 𝑦2 1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))

𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))
∼ 2𝜇𝑦2

𝑡𝜎2(𝑦 − 𝜀)
∼ P(𝑍(𝑡) > 0)

𝑦2

𝑦 − 𝜀
.

(133)

Используя ограниченность функции 𝑥𝑒−𝑥 при 𝑥 > 0 и соотно-
шение log(1 − 𝑥) ∼ −𝑥, 𝑥 → 0, нетрудно понять, что найдется
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константа 𝐾 ∈ (0,∞) такая, что

1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))
𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))

E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡𝑦))𝐼{ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
=

1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))
𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))

×E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑒𝑍(𝑡(1−𝑦)) log 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))𝐼{ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
6 𝐾E[𝐼{ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}] = 𝐾P( ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)).

Отсюда и из (130) вытекает, что при 𝑡→∞

1− 𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))
𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))

E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡𝑦))𝐼{ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
= 𝑜(P(𝑍(𝑡) > 0)).

Это соотношение и рассуждения, сходные с использованными
при доказательстве соотношений (133), позволяют сделать вывод
о том, что для любого 𝜀 ∈ (0, 𝑦) при 𝑡→∞

(1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦)))E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))−1(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))𝐼{𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
=

1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))
𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))

×E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀))); 𝑍(𝑡(1− 𝑦)) > 0

]︁
− 1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))
𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))

×E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))𝐼{ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
=

1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))
𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))

E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))

]︁
− 1− 𝑓(𝐹 (𝑡𝑦))
𝑓(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))

×E
[︁
𝑍(𝑡(1− 𝑦))𝑓𝑍(𝑡(1−𝑦))(𝐹 (𝑡(𝑦 − 𝜀)))𝐼{ ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀)}

]︁
>

2𝜇(1− 𝜀)(𝑦 − 𝜀)2

𝜎2𝑡𝑦
−𝐾P( ̃︀𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))

>
2𝜇(1− 𝜀)2(𝑦 − 𝜀)2

𝜎2𝑡𝑦
∼ P(𝑍(𝑡) > 0)

(1− 𝜀)2(𝑦 − 𝜀)2

𝑦
.
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Используя полученные соотношения в (132), мы видим, что

(1− 𝜀)2(𝑦 − 𝜀)2

𝑦
6 lim inf

𝑡→∞

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))
P (𝑍(𝑡) > 0)

6 lim sup
𝑡→∞

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦;𝑍(𝑡) > 0, 𝐶(𝑡, 𝑦, 𝜀))
P (𝑍(𝑡) > 0)

6
𝑦2

𝑦 − 𝜀
.

Объединяя эти оценки с (131) и устремляя сначала 𝑡 к бесконеч-
ности, а затем 𝜀 к нулю, получаем

lim
𝑡→∞

P (𝜂(𝑡) < 𝑡𝑦|𝑍(𝑡) > 0) = 𝑦,

что и требовалось доказать. �

13. Общие ветвящиеся процессы
со случайными характеристиками

Одной из важных и богатых моделей ветвящихся процессов
являются общие ветвящиеся процессы, нашедшие последнее вре-
мя широкие применения в теории массового обслуживания, тео-
рии алгоритмов, биологии, демографии и других областях (см.,
например, [14], [25], [27], [26]). Мы приведем здесь лишь нефор-
мальное описание общих ветвящиеся процессов со случайными
характеристиками. В создание теории этих процессов существен-
ный вклад внесли К. Крамп, К. Мод [23], [24] и П. Ягерс [27].
Поэтому общие ветвящиеся процессы иногда называют процесса-
ми Крампа–Мода–Ягерса.

В процессе Крампа–Мода–Ягерса каждый индивидуум, ска-
жем, частица 𝑥, характеризуется тремя случайными параметра-
ми

(𝜆𝑥, 𝜉𝑥(·), 𝜒𝑥(·)),

которые являются независимыми одинаково распределенными
копиями трехмерного набора (𝜆, 𝜉(·), 𝜒(·)) с компонентами, имею-
щими следующий смысл: если частица 𝑥 родилась в момент 𝜎𝑥,
то

𝜆𝑥 – длительность жизни частицы 𝑥;
𝜉𝑥(𝑡 − 𝜎𝑥) – количество потомков, произведенных частицей

в интервале времени [𝜎𝑥, 𝑡); 𝜉𝑥(𝑡− 𝜎𝑥) = 0, если 𝑡− 𝜎𝑥 < 0;
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𝜒𝑥(𝑡 − 𝜎𝑥) > 0 – случайный процесс, который может менять
значения только внутри интервала времени [𝜎𝑥, 𝜎𝑥 + 𝜆𝑥), а вне
этого интервала имеет вид

𝜒𝑥(𝑡− 𝜎𝑥) :=
{︂

0, если 𝑡− 𝜎𝑥 < 0;
𝜒𝑥(𝜆𝑥), если 𝑡− 𝜎𝑥 > 𝜆𝑥.

Отметим, что процесс 𝜒𝑥(𝑡) не обязан быть монотонной функцией
по 𝑡.

Случайный процесс

𝑍𝜒(𝑡) :=
∑︁

𝑥

𝜒𝑥(𝑡− 𝜎𝑥),

где суммирование ведется по всем частицам 𝑥, рожденным в про-
цессе вплоть до момента 𝑡 (включая частицы, существовавшие
в процессе в момент 𝑡 = 0 начала эволюции процесса), называет-
ся общим ветвящимся процессом со случайной характеристикой 𝜒
или просто общим ветвящимся процессом со случайной характе-
ристикой.

Символом 𝑍(𝑡) обозначается обычно количество частиц в про-
цессе в момент 𝑡. Если не оговорено противное, то считается, что
процесс начинается в момент 𝑡 = 0 с одной частицы нулевого
возраста.

13.1. Примеры общих ветвящихся процессов. Приве-
дем несколько примеров общих ветвящихся процессов со случай-
ными характеристиками.

Примеры. 1) если 𝜒(𝑡) := 𝐼 {𝑡 ∈ [0, 𝜆)}, то 𝑍𝜒(𝑡) = 𝑍(𝑡) – чис-
ло частиц, существующих в процессе в момент 𝑡;

2) если

𝜒(𝑡) := 𝑡𝐼 {𝑡 ∈ [0, 𝜆)}+ 𝜆𝐼 {𝜆 < 𝑡} ,

то

𝑍𝜒(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑍(𝑢) 𝑑𝑢;

3) если 𝜒(𝑡) := 𝐼 {𝑡 > 0} , то 𝑍𝜒(𝑡) – общее число частиц, ро-
дившихся в процессе к моменту 𝑡.
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13.2. Классификация общих ветвящихся процессов.
Пусть 𝐴 := E𝜉(∞). Общий ветвящийся процесс называется до-
критическим, если 𝐴 < 1, критическим, если 𝐴 = 1, и надкрити-
ческим, если 𝐴 > 1. При этом из числа критических процессов
исключается процесс, в котором 𝜉(∞) ≡ 1.

Рассмотрим общий ветвящийся процесс, начинающийся в мо-
мент 𝑡 = 0 с одной частицы нулевого возраста (в дальнейшем мы
будем обозначать эту частицу символом 0), и пусть

0 6 𝑣 (1) 6 𝑣 (2) 6 · · · 6 𝑣 (𝑛) 6 · · ·

– моменты рождения непосредственных потомков первоначаль-
ной частицы процесса. Тогда

𝜉0(𝑡) := # {𝑛 : 𝑣 (𝑛) 6 𝑡}

есть количество частиц, рожденных первоначальной частицей за
промежуток времени [0, 𝑡]. Ясно, что

𝑍𝜒(𝑡) = 𝜒0(𝑡) +
∑︁
𝑥̸=0

𝜒𝑥(𝑡− 𝜎𝑥) = 𝜒0(𝑡) +
∑︁

𝑣(𝑛)6𝑡

𝑍𝜒
𝑛 (𝑡− 𝑣 (𝑛)) ,

где процессы 𝑍𝜒
𝑛 (·), 𝑛 = 1, 2, . . . , являются независимыми вероят-

ностными копиями процесса 𝑍𝜒(·). Отсюда следует, что

E𝑍𝜒(𝑡) = E𝜒(𝑡) + E

[︃ ∑︁
𝑣(𝑛)6𝑡

𝑍𝜒
𝑛 (𝑡− 𝑣 (𝑛))

]︃

= E𝜒(𝑡) + E

[︃ ∑︁
𝑣(𝑛)6𝑡

E [𝑍𝜒
𝑛 (𝑡− 𝑣 (𝑛)) | 𝑣 (1) , 𝑣 (2) , . . . , 𝑣 (𝑛) , . . . ]

]︃

= E𝜒(𝑡) + E

[︃ ∑︁
𝑣(𝑛)6𝑡

E [𝑍𝜒
𝑛 (𝑡− 𝑣 (𝑛)) | 𝑣 (𝑛)]

]︃

= E𝜒(𝑡) + E

[︃∑︁
𝑢6𝑡

E [𝑍𝜒 (𝑡− 𝑢)] (𝜉0(𝑢)− 𝜉0(𝑢−))

]︃

= E𝜒(𝑡) +
∫︁ 𝑡

0

E𝑍𝜒 (𝑡− 𝑢) E𝜉(𝑑𝑢).

Таким образом, математическое ожидание 𝐴𝜒(𝑡) := E𝑍𝜒 (𝑡) удо-
влетворяет следующему уравнению восстановления в терминах
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меры 𝑚(𝑡) := E𝜉(𝑡):

𝐴𝜒(𝑡) = E𝜒(𝑡) +
∫︁ 𝑡

0

𝐴𝜒(𝑡− 𝑢)𝑚(𝑑𝑢). (134)

Мальтусовский параметр. Если уравнение∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑡𝑚(𝑑𝑡) = 1 (135)

имеет решение 𝛼, то число 𝛼 называется мальтусовским парамет-
ром общего ветвящегося процесса 𝑍(𝑡), 𝑡 > 0.

Для критических общих ветвящихся процессов 𝛼 = 0, для
надкритических процессов 𝛼 > 0, для докритических процессов
𝛼 < 0 (если он существует).

Если мальтусовский параметр существует, то, полагая 𝐶𝜒(𝑡) :=
𝑒−𝛼𝑡𝐴𝜒(𝑡), соотношение (134) можно переписать в виде

𝐶𝜒(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡E𝜒(𝑡) +
∫︁ 𝑡

0

𝐶𝜒(𝑡− 𝑢)𝑑𝑢

(︂∫︁ 𝑢

0

𝑒−𝛼𝑦 𝑚(𝑑𝑦)
)︂
, (136)

Предположим, что функция 𝑒−𝛼𝑡E𝜒(𝑡) непосредственно инте-
грируема по Риману, и кроме того,∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑡E𝜒(𝑡)𝑑𝑡 <∞,

∫︁ ∞

0

𝑡𝑒−𝛼𝑡𝑚(𝑑𝑡) <∞,

а мера

𝑀(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝛼𝑦 𝑚(𝑑𝑦)

нерешетчата. В этих условиях к уравнению (136) можно приме-
нить теорему восстановления и заключить, что

lim
𝑡→∞

𝐶𝜒(𝑡) = lim
𝑡→∞

𝑒−𝛼𝑡𝐴𝜒(𝑡) =

∫︀∞
0
𝑒−𝛼𝑡E𝜒(𝑡) 𝑑𝑡∫︀∞

0
𝑡𝑒−𝛼𝑡𝑚(𝑑𝑡)

.

В частности, если 𝐺(𝑡) – распределение времени жизни частиц
в процессе, а 𝜒(𝑡) := 𝐼 {𝑡 ∈ [0, 𝜆)}, то

E𝜒(𝑡) = P (𝜆 > 𝑡) = 1−𝐺(𝑡)

и

lim
𝑡→∞

𝑒−𝛼𝑡E𝑍 (𝑡) =

∫︀∞
0
𝑒−𝛼𝑡 (1−𝐺(𝑡)) 𝑑𝑡∫︀∞
0
𝑡𝑒−𝛼𝑡𝑚(𝑑𝑡)

,

если соответствующие интегралы сходятся.
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14. Система массового обслуживания
с разделением процессора

14.1. Описание модели. В этом разделе мы рассмотрим
систему массового обслуживания с разделением процессора, обо-
значаемую символом 𝑀 |𝐺|1|𝑆. Однако прежде, чем переходить
к подробному описанию такой системы, напомним определение
обычной системы массового обслуживания 𝑀 |𝐺|1.

В системе 𝑀 |𝐺|1 имеется один прибор с единичной интенсив-
ностью обслуживания заявок. Поток обслуживания заявок – ор-
динарный пуассоновский с интенсивностью Λ, т.е. является слу-
чайным процессом PoiΛ(𝑢), 𝑢 > 0, с независимыми приращениями
и таким, что для любых 𝑢1 > 0, 𝑢 > 0

P(PoiΛ(𝑢1 + 𝑢)− PoiΛ(𝑢1) = 𝑘) =
(Λ𝑢)𝑘

𝑘!
𝑒−Λ𝑢, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Распределение времени обслуживания 𝑙 одной заявки задается
функцией 𝐺(𝑢) = P(𝑙 6 𝑢). Заявки обслуживаются в порядке их
поступления в систему.

Таким образом, производящая функция 𝑓(𝑢, 𝑠) количества за-
явок, пришедших в систему за промежуток времени [0, 𝑢], имеет
вид

𝑓(𝑢, 𝑠) := E𝑠PoiΛ(𝑢) =
∞∑︁

𝑘=0

P(PoiΛ(𝑢) = 𝑘)𝑠𝑘 = 𝑒Λ𝑢(𝑠−1),

а производящая функция 𝑓(𝑠) количества заявок 𝜉, пришедших
в систему за время обслуживания одной заявки, задается соотно-
шением

𝑓(𝑠) := E𝑠𝜉 =
∫︁ ∞

0

E
[︀
𝑠𝜉|𝑙 = 𝑢

]︀
𝑑𝐺(𝑢) =

∫︁ ∞

0

E
[︁
𝑠PoiΛ(𝑢)

]︁
𝑑𝐺(𝑢)

=
∫︁ ∞

0

𝑒Λ𝑢(𝑠−1) 𝑑𝐺(𝑢) = 𝛽(Λ(1− 𝑠)),

где

𝛽(𝑦) :=
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑦𝑢 𝑑𝐺(𝑢).

В частности, если время обслуживания любой заявки постоянно,
скажем, равно 1, то

𝛽(𝑦) =
∫︁ ∞

0

𝑒−𝑦𝑢 𝑑𝐺(𝑢) = 𝑒−𝑦
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и
𝑓(𝑠) = 𝑒Λ(𝑠−1).

Система массового обслуживания𝑀 |𝐺|1|𝑆 отличается от стан-
дартной системы 𝑀 |𝐺|1 лишь характером обслуживания заявок.
Как и в системе 𝑀 |𝐺|1, в системе 𝑀 |𝐺|1|𝑆 имеется один прибор
с единичной интенсивностью обслуживания заявок, на который
поступает ординарный пуассоновский поток заявок с интенсив-
ностью Λ. Распределение времени обслуживания 𝑙 одной заявки
(при условии, что других заявок в системе нет) задается функ-
цией 𝐺(𝑢) = P(𝑙 6 𝑢). Если в какой-либо момент 𝑇 в системе
имеется 𝑀 заявок, то каждая из них обслуживается с интенсив-
ностью 𝑀−1.

Пусть
𝑊𝑙1,...,𝑙𝑁−1(𝑙𝑁 )

– время, проведенное в системе до момента окончания обслужи-
вания заявкой, пришедшей в систему в тот момент, когда в ней
находилось 𝑁−1 заявок с остаточными временами обслуживания
𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1 (не ограничивая общности будем предполагать, что
среди чисел 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1 нет одинаковых). Задача состоит в ис-
следовании свойств 𝑊𝑙1,...,𝑙𝑁−1(𝑙𝑁 ) при 𝑙𝑁 →∞.

Следующий раздел посвящен исследованию свойств этой слу-
чайной величины при помощи вспомогательного общего ветвяще-
гося процесса.

14.2. Построение вспомогательного ветвящегося про-
цесса. Рассмотрим общий ветвящийся процесс, в котором в мо-
мент времени 𝑡 = 0 имеется 𝑁 частиц с остаточными временами
жизней 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1, 𝑙𝑁 . Эти частицы образуют нулевое поколение
нашего процесса. Частицы нулевого поколения производят по-
томков. Причем длительность жизни 𝜆𝑥 новорожденной частицы
имеет распределение 𝐺(𝑢) := P (𝜆𝑥 6 𝑢), количество непосред-
ственных потомков 𝜉𝑥(𝑡), произведенных частицей 𝑥 за время 𝑡
с момента рождения, описывается производящей функцией

E𝑠𝜉𝑥(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0

𝑒Λ(𝑠−1)𝑢 𝑑𝐺(𝑢) + 𝑒Λ(𝑠−1)𝑡 (1−𝐺(𝑡)) ,

т.е. является ординарным пуассоновским потоком PoiΛ(𝑢), 𝑢 > 0,
интенсивности Λ, остановленным в момент гибели частицы:

E𝑠𝜉𝑥(𝑡) = E𝑠PoiΛ(𝑡∧𝜆𝑥).
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Пусть 𝑍(𝑡; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) обозначает число частиц в процессе в мо-
мент 𝑡 в предположении, что выполнены упомянутые выше на-
чальные условия. Как и прежде, мы сохраним обозначение 𝑍(𝑡)
за общим ветвящимся процессом, начавшимся в момент 𝑡 = 0
с одной частицы нулевого возраста.

Введем также общий ветвящийся процесс с иммиграцией
𝑋(𝑡; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ), который имеет те же самые начальные условия,
что и процесс 𝑍(𝑡; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ), но, кроме этого, характеризуется
следующим свойством: если 𝑋(𝑡; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) = 0 в какой-либо мо-
мент 𝑡, причем такое событие случилось в 𝑖-й раз, то после случай-
ного времени 𝑟𝑖, имеющего распределение P (𝑟𝑖 6 𝑢) = 1 − 𝑒−Λ𝑢,
процесс стартует вновь с одной частицы нулевого возраста.

Пусть теперь 𝜎𝑥1 6 𝜎𝑥2 6 · · · – последовательные моменты
скачков процесса 𝑋(𝑡; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ). При помощи этого общего вет-
вящегося процесса с иммиграцией мы построим следующую си-
стему обслуживания, в которой через 𝑆(𝑇 ) будет обозначаться
количество заявок в системе в момент 𝑇 :

1) в момент 𝑇 = 0 в системе имеется 𝑁 заявок с остаточными
временами обслуживания 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1, 𝑙𝑁 (т.е. 𝑙𝑖 – остаточное вре-
мя обслуживания 𝑖-й заявки при условии отсутствия в системе
других заявок);

2) момент Θ𝑖 𝑖−го скачка числа заявок 𝑆(·) определяется ра-
венством

Θ𝑖 =
∫︁ 𝜎𝑥𝑖

0

𝑋(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 )𝑑𝑦 +
∫︁ 𝜎𝑥𝑖

0

𝐼 {𝑋(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) = 0} 𝑑𝑦.

(137)
3) система обслуживания заявок такова, что в каждый мо-

мент 𝑇 число заявок в системе и их остаточные времена обслужи-
вания совпадают с количеством частиц и их остаточными време-
нами жизни в ветвящемся процессе 𝑋(·; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1, 𝑙𝑁 ) в момент
𝑡(𝑇 ), где

𝑇 =
∫︁ 𝑡(𝑇 )

0

𝑋(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 )𝑑𝑦 +
∫︁ 𝑡(𝑇 )

0

𝐼 {𝑋(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) = 0} 𝑑𝑦.

(138)
Таким образом, соотношение 𝑡 ↔ 𝑇 задает случайную замену
времени.
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Теорема 61. Описанная система обслуживания является
𝑀 |𝐺|1|𝑆 системой с разделением процессора с ординарным пуас-
соновским потоком интенсивности заявок Λ и распределением
длительности обслуживания индивидуальной заявки 𝐺(𝑢).

Доказательство. Пусть 𝑆(𝑇 ) – количество заявок в систе-
ме в момент 𝑇 , и пусть Θ1,Θ2, . . . – моменты изменения количе-
ства заявок. Покажем, что эволюция построенной системы мас-
сового обслуживания совпадает с эволюцией системы обслужи-
вания с разделением процессора с заявленными в теореме пара-
метрами. Ясно, что для этого достаточно проверить, что это так
при 𝑇 ∈ [0,Θ1), а затем, используя свойство “отсутствия после-
действия” у пуассоновского потока, показать при помощи таких
же рассуждений, что эволюции указанных систем совпадают при
𝑇 ∈ [Θ1,Θ2] и так далее.

Пусть 𝜂 – случайная величина имеющая экспоненциальное
распределение с параметром Λ, и пусть 𝑥1∧· · ·∧𝑥𝑘 := min16𝑖6𝑘 𝑥𝑖.

Для того, чтобы убедиться в справедливости теоремы, нам
необходимо проверить выполнение следующего комплекса усло-
вий:

1) Θ1 = 𝑁𝑙1 ∧ · · · ∧𝑁𝑙𝑁 ∧ 𝜂;
2) если Θ1 = 𝑁𝑙𝑖, то в этот момент 𝑖-я заявка покидает систе-

му; если Θ1 = 𝜂, то одна новая заявка поступает на обслуживание;
3) в любой момент времени 𝑇 ∈ [0,Θ1] оставшиеся времена об-

служивания первоначальных 𝑁 заявок равны 𝑙1−𝑁−1𝑇, . . . , 𝑙𝑁 −
𝑁−1𝑇 .

Пусть 𝜂𝑖 – момент рождения первого потомка у первона-
чальной частицы, помеченной символом 𝑖. Предполагается, что
𝜂𝑖 = ∞, если частица 𝑖 не оставила потомства. Ясно, что

P(𝜂𝑖 > 𝑢| 𝜂𝑖 <∞, 𝑙𝑖 > 𝑢) = 𝑒−Λ𝑢.

Обозначим 𝜃1 момент первого скачка процесса 𝑋(𝑡; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ).
Очевидно, что

𝜃1 = 𝑙1 ∧ · · · ∧ 𝑙𝑁 ∧ 𝜂1 ∧ · · · ∧ 𝜂𝑁 .

В силу определения (138) на интервале 𝑢 ∈ [0, 𝜃1] общее время
работы прибора 𝑇 и время 𝑡, прошедшее с начала эволюции по-
строенного выше общего ветвящегося процесса, связаны соотно-
шением 𝑇 = 𝑁𝑡. Таким образом, на этом временно́м промежутке
условие 3) выполнено.
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Далее, в силу (137) момент изменения Θ1 состояния построен-
ной системы обслуживания и момент первого изменения состава
популяции вспомогательного ветвящегося процесса связаны ра-
венством

Θ1 = 𝑁𝜃1 = 𝑁 (𝑙1 ∧ · · · ∧ 𝑙𝑁 ∧ 𝜂1 ∧ · · · ∧ 𝜂𝑁 )
= 𝑁𝑙1 ∧ · · · ∧𝑁𝑙𝑁 ∧ (𝑁(𝜂1 ∧ · · · ∧ 𝜂𝑁 )).

Поскольку

P (𝑁(𝜂1 ∧ · · · ∧ 𝜂𝑁 ) > 𝑦) =
(︁
𝑒−Λ𝑦/𝑁

)︁𝑁

= 𝑒−Λ𝑦 = P(𝜂 > 𝑦).

Следовательно, Θ1
𝑑= 𝑁𝑙1∧· · ·∧𝑁𝑙𝑁∧𝜂, таким образом, условие 1)

также выполнено.
Справедливость условия 2) очевидна. �

Из теоремы 61 следует, что количество заявок в системе в мо-
мент времени 𝑇 > 0 вычисляется по формуле

𝑆(𝑇 ) = 𝑋(𝑡(𝑇 ); 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ),

и, кроме того, длительность времени обслуживания заявки дли-
ны 𝑙𝑁 , пришедшей в систему в момент 𝑡 = 0, когда в ней находи-
лись заявки с остаточными временами обслуживания 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1

вычисляется по формуле

𝑊𝑙1,...,𝑙𝑁−1(𝑙𝑁 ) =
∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑍(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) 𝑑𝑦. (139)

14.3. Детальное описание вероятностной конструкции
для времени пребывания заявки в системе. Пусть 𝑙 – дли-
тельность жизни какой-либо частицы, а 0 6 𝛿(1) 6 𝛿(2) 6 · · · –
моменты рождения ее непосредственных потомков. Обозначим

𝜉(𝑡, 𝑙) := # {𝑛 : 𝛿(𝑛) 6 𝑡}

количество непосредственных потомков частицы, родившихся
в интервале времени [0, 𝑡]. Общий ветвящийся процесс, порожден-
ный рассматриваемой частицей, можно трактовать как процесс
с иммиграцией, остановленный в момент 𝑙, где

E𝑠𝜉(𝑡,𝑙) = E𝑒Λ(𝑠−1) min(𝑡, 𝑙).
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Поскольку каждая новорожденная частица порождает стан-
дартный общий ветвящийся процесс без иммиграции, мы видим,
что количество частиц в процессе в момент 𝑡 (без учета первона-
чальной частицы) равно∫︁ 𝑡

0

𝑍𝜉(𝑢,𝑙)(𝑡− 𝑢)𝜉(𝑑𝑢, 𝑙),

где 𝑍𝑖(𝑦) являются независимыми ветвящимися процессами, по-
рожденными одной частицей нулевого возраста. Таким образом,

𝑍(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) = 𝐼 {𝑙1 > 𝑦}+
∫︁ 𝑦

0

𝑍𝜉(𝑢,𝑙1)(𝑦 − 𝑢)𝜉(𝑑𝑢, 𝑙1) + · · ·

+ 𝐼 {𝑙𝑁 > 𝑦}+
∫︁ 𝑦

0

𝑍𝜉(𝑢,𝑙𝑁 )(𝑦 − 𝑢)𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑁 ).

Отсюда, используя представление (139), получаем, что

𝑊𝑙1,...,𝑙𝑁−1(𝑙𝑁 ) =
∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑍(𝑦; 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁 ) 𝑑𝑦

=
𝑁∑︁

𝑘=1

(𝑙𝑁 ∧ 𝑙𝑘) +
𝑁∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

𝑍𝜉(𝑢,𝑙𝑘)(𝑦 − 𝑢)𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑘).

Поскольку моменты рождения новых частиц образуют орди-
нарный пуассоновский поток, интенсивности Λ, то E [𝜉(𝑢, 𝑙)|𝑙] =
Λ(𝑢 ∧ 𝑙). Следовательно,

E
[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

𝑍𝜉(𝑢,𝑙𝑘)(𝑦 − 𝑢)𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑘)
]︂

= E
[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦E
[︂ ∫︁ 𝑦

0

𝑍𝜉(𝑢,𝑙𝑘)(𝑦 − 𝑢)𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑘) | 𝜉(𝑢, 𝑙𝑘), 0 6 𝑢 6 𝑙𝑘

]︂]︂
= E

[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

E
[︀
𝑍𝜉(𝑢,𝑙𝑘)(𝑦 − 𝑢) | 𝜉(𝑢, 𝑙𝑘), 0 6 𝑢 6 𝑙𝑘

]︀
𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑘)

]︂
= E

[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

E [𝑍(𝑦 − 𝑢)] 𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑘)
]︂

= E
[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

E [𝑍(𝑦 − 𝑢)] E [𝜉(𝑑𝑢, 𝑙𝑘)| 𝑙𝑘]
]︂

=
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= E
[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦∧𝑙𝑘

0

E [𝑍(𝑦 − 𝑢)] Λ 𝑑𝑢
]︂

= ΛE
[︂ ∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0∨(𝑦−𝑙𝑘)

E [𝑍(𝑢)] 𝑑𝑢
]︂
.

Таким образом,

E𝑊𝑙1,...,𝑙𝑁−1(𝑙𝑁 ) = E

[︃
𝑁∑︁

𝑘=1

(𝑙𝑁 ∧ 𝑙𝑘)

+ Λ
𝑁∑︁

𝑘=1

∫︁ 𝑙𝑁

0

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0∨(𝑦−𝑙𝑘)

E [𝑍(𝑢)] 𝑑𝑢

]︃
.

Можно показать (см. работу [14]), что если

𝛽 := E𝑙𝑁 =
∫︁ ∞

0

𝑢 𝑑𝐺(𝑢) <∞

и Λ𝛽 < 1, то для фиксированных 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁−1 остаточных времен
обслуживания заявок, находившихся в системе 𝑀 |𝐺|1|𝑆 в момент
времени 𝑡 = 0,

lim
𝑙𝑁→∞

1
𝑙𝑁
𝑊𝑙1,...,𝑙𝑁−1(𝑙𝑁 ) =

1
1− Λ𝛽

почти наверное.
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Литературные указания

При подготовке курса лекций были использованы следующие
материалы

∙ Разделы 2 и 4 написаны под влиянием соответствующих
разделов монографий [21] и [22].

∙ Раздел 3 написан на основе § 5 главы VIII книги [18] и статей
автора [1] и [9].

∙ В разделе 5 отражены идеи § 9 главы I монографии [22].
∙ В разделе 6 использованы материалы § 9 главы VIII кни-

ги [20] и глава 1 монографии [19].
∙ Раздел 7 основан на материалах § 5 главы XIII книги [20].
∙ Раздел 8 опирается на идеи § 4 главы IX монографии [16].
∙ Раздел 9 основан на работе автора [2].
∙ Раздел 10 основан на работе автора [3].
∙ В разделе 11 использованы работа автора [6] и статья [17].
∙ Раздел 12 основан на работе автора [5].
∙ В разделе 13 использованы материалы монографии [27].
∙ Раздел 14 основан на статье [14].
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