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§ 1. Введение

1. Пусть µ – положительная борелевская мера с компактным
носителем supp µ на вещественной прямой R,

µ̂(λ) :=
∫

dµ(x)
λ− x

, λ ∈ Ĉ \ suppµ, (1)

– марковская функция, соответствующая мере µ. Всюду в даль-
нейшем мы будем считать меру µ единичной: |µ| = 1. В [1]
П.Л. Чебышёв с помощью классического алгоритма Евклида со-
поставил функции µ̂ чебышевскую непрерывную дробь (часто на-
зываемую теперь J-дробью):

µ̂(λ) =
1

λ− b1 − f1(λ)
=

1

λ− b1 −
a2
1

λ− b2 − f2(λ)

∼ 1

λ− b1 −
a2
1

λ− b2 −
a2
2

. . .

, (2)

где все an, bn – вещественны, an 6= 0 и

sup
n
|an| < ∞, sup

n
|bn| < ∞.

Коэффициенты an и bn строятся непосредственно по коэффици-
ентам разложения функции µ̂ в ряд Лорана в бесконечно удален-
ной точке λ = ∞

µ̂(λ) =
∞∑

n=0

sn

λn+1
,

где

sn =
∫

xndµ(x), n = 0, 1, 2, . . . ,

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 05-01-01027), INTAS
(грант № 03-51-6637) и Программы поддержки ведущих научных школ РФ
(грант № НШ-4466.2006.1).



6 Введение

– моменты меры µ. В дальнейшем будем считать, что все an > 0.
Хорошо известно, что n-я подходящая дробь

Pn

Qn
(λ) :=

1

λ− b1 −
a2
1

λ− b2 −
a2
2

. . .

λ− bn−1 −
a2

n−1

λ− bn

к непрерывной дроби (2) обладает следующим характеристиче-
ским свойством

Pn

Qn
(λ) =

s0

λ
+

s1

λ2
+ · · ·+ s2n−1

λ2n
+ O

(
1

λ2n+1

)
, λ →∞;

тем самым,

µ̂(λ)− Pn

Qn
(λ) = O

(
1

λ2n+1

)
, λ →∞. (3)

Многочлены Qn имеют степень ровно n, ортогональны по мере µ∫
Qn(λ)λk dµ(λ) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

нормировкой Qn(λ) = λn + · · · определены однозначно и удовле-
творяют следующим трехчленным рекуррентным соотношениям:

Qn(λ) = (λ− bn)Qn−1(λ)− a2
n−1Qn−2(λ),

Q0(λ) ≡ 1, Q1(λ) = λ− b1.
(4)

Многочлены Pn, deg Pn = n − 1, определяются непосредственно
по Qn:

Pn(λ) =
∫

Qn(λ)−Qn(x)
λ− x

dµ(x)

и называются многочленами второго рода, функция

Rn(λ) :=
∫

Qn(x)dµ(x)
λ− x

, λ ∈ Ĉ \ suppµ, (5)

в теории ортогональных многочленов называется функцией вто-
рого рода. Все три функции Qn, Pn и Rn связаны очевидным со-
отношением: (

Qnµ̂− Pn

)
(λ) = Rn(λ) (6)
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при этом (ср. с (3))

Rn(λ) =
1

Qn(λ)

∫
Q2

n(x)dµ(x)
λ− x

= O

(
1

λn+1

)
, λ →∞. (7)

Все вышеуказанные соотношения1 в достаточно ясной форме со-
держатся в [1] для случая общих ортогональных многочленов (см.
также [2]). Другое дело, что работа [1] была написана Чебышёвым
задолго до знаменитых работ Стилтьеса 1894–1895 гг. (см. [3], а
также [2]), где впервые появился интеграл Стилтьеса, причем –
тоже в связи с изучением непрерывных дробей. Поэтому в [1] Че-
бышёв имеет дело с функциями вида2

f(λ) =
N∑

j=1

θ2
j

λ− xj
, λ 6= xj ,

где N < ∞. Соответствующая непрерывная дробь (2) оказывает-
ся конечной, а ортогональные многочлены Qk – заданными при
k = 0, 1, . . . , N . Но для справедливости соотношений типа (3)–(7)
это не имеет значения. Самому Чебышёву была ясна общность
полученных им в [1] результатов. Так, в [4], рассматривая функ-
ции вида

1
π

∫ 1

−1

1
λ− x

dx√
1− x2

,

√
k

π

∫ ∞

−∞

e−kx2

λ− x
dx, k

∫ ∞

0

e−kx

λ− x
dx (8)

при k > 0, он не повторял заново рассуждений [1], а пользовал-
ся уже сделанными там выводами. В связи с первой функци-
ей (8) Чебышёв вывел явную формулу для классических мно-
гочленов Чебышёва, ортогональных на отрезке [−1, 1] по мере

dµ(x) =
1
π

(1 − x2)−1/2 dx. В дальнейшем он доказал, что именно
они дают решение задачи о многочлене с фиксированным стар-
шим коэффициентом, наименее уклоняющемся от нуля в равно-
мерной норме на [−1, 1]. В связи с разложением в непрерывную
дробь второй и третьей функций (8) Чебышёв в 1860 году в [4]
привел формулы и для двух других классических ортогональных

1А кроме них – формула Кристоффеля–Дарбу и полиномиальное воспро-
изводящее ядро Сегё.

2Подробнее см. приложение C.
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многочленов, называемых теперь (см., например, [2], [5]) соответ-
ственно многочленами Чебышёва–Эрмита и Чебышёва–Лагерра:

Qn(x) =
(−1)n

(2k)n
ekx2 dne−kx2

dxn
,

Qn(x) =
(−1)n

kn

dn
(
xne−kx

)
dxn

,

n = 1, 2, . . . .

Отметим, что Эрмит рассмотрел многочлены, носящие его имя,
только в 1864 году, а Лагерр – в 1879 году (см. [2]).

Тот факт, что исторически общие ортогональные многочлены
впервые возникли в [1] непосредственно в связи с теорией непре-
рывных дробей отмечен и в монографии Сегё [6, гл. III, п. 3.5,
с. 66].

2. Пусть qn(λ) = knλn + · · · , kn > 0, – соответствующие мере
µ ортонормированные многочлены:∫

qn(x)qk(x) dµ(x) = δnk.

Для них справедливо равенство qn(λ) = Qn(λ)/(a1 . . . an) и вы-
полняется следующее трехчленное рекуррентное соотношение:

anqn(λ) = (λ− bn)qn−1(λ)− an−1qn−2(λ), n = 2, 3, . . . , (9)

где
q0(λ) ≡ 1, a1q1(λ) = λ− b1, (10)

an =
∫

λqn−1(λ)qn(λ) dµ(λ) =
kn−1

kn
,

bn =
∫

λq2
n−1(λ) dµ(λ).

(11)

Известно, что и наоборот, если некоторая последовательность
многочленов {qn(λ)}n∈N0 , N0 = N ∪ {0}, удовлетворяет соотноше-
ниям (9)–(10) с вещественными ограниченными коэффициента-
ми bn и an, an > 0, то в соответствии с теоремой Фавара (см.,
например, [6]–[7]) эти многочлены ортонормированы относитель-
но некоторой положительной борелевской меры µ на R. Если же,
кроме того, коэффициенты an и bn имеют пределы, точнее

an →
1
2
, bn → 0 при n →∞, (12)
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то в соответствии с теоремой Блюменталя (см., например, [7]–[8])
носитель меры µ состоит из отрезка ∆ = [−1, 1] и не более, чем
счетного множества точек на R\∆, которые могут накапливаться
лишь к концам этого отрезка.

Для дальнейшего использования соотношений (9)–(10) удобно
переписать их в следующем виде:

a0q−1(λ) + b1q0(λ) + a1q1(λ) = λq0(λ),
an−1qn−2(λ) + bnqn−1(λ) + anqn(λ) = λqn−1(λ),

(13)

где n = 2, 3 . . . , a0 = 1, q−1(λ) ≡ 0, q0(λ) ≡ 1. Для соответствую-
щих ортонормированным многочленам qn(λ) многочленов второ-
го рода pn(λ) и функций второго рода rn(λ) имеем:

pn(λ) :=
∫

qn(λ)− qn(x)
λ− x

dµ(x),

rn(λ) :=
∫

qn(x)dµ(x)
λ− x

=
1

qn(λ)

∫
q2
n(x)dµ(x)

λ− x
.

(14)

Тем самым (см. (6)–(7))

rn(λ) =
(
qnµ̂− pn

)
(λ) =

1
knλn+1

+ · · · , λ →∞. (15)

Функции pn(λ) и rn(λ) также удовлетворяют рекуррентным со-
отношениям (13), но с другими начальными условиями:

p−1(λ) ≡ −1, p0(λ) ≡ 0, r−1(λ) ≡ 1, r0(λ) = µ̂(λ).

Хорошо известно, что с теми же последовательностями {bn}
и {an}, an > 0, можно связать ограниченный самосопряжен-
ный оператор в пространстве `2 = `2(N). Точнее, пусть {ej}∞j=1

– стандартный базис в `2 = `2(N). Определим оператор Якоби
J : `2 → `2 на этом базисе следующим образом:

Je1 = b1e1 + a1e2,

Jen = an−1en−1 + bnen + anen+1, n = 2, 3, . . . .
(16)

Оператору J соответствует бесконечная трехдиагональная мат-
рица Якоби:

J =


b1 a1 0 . . . . . . . . . . . .
a1 b2 a2 . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . an−1 bn an . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .
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Пусть Eλ – спектральное разложение оператора J . Тогда µ(λ) :=
〈Eλe1, e1〉 – неотрицательная неубывающая функция на R, dµ(λ)
– спектральная мера J . Функция m(λ) :=

〈
(J − λ)−1e1, e1

〉
на-

зывается функцией Вейля оператора J . Используя спектральную
теорему, получаем для m(λ) следующее представление:

m(λ) =
∫

dµ(x)
x− λ

= −µ̂(λ), λ ∈ Ĉ \ σ(J),

где σ(J) = suppµ – спектр J . Пусть теперь qn(λ), n = 0, 1, . . . ,
– последовательность многочленов, определенная рекуррентны-
ми соотношениями (13). Нетрудно увидеть, что en = qn−1(J)e1.
Следовательно, в соответствии со спектральной теоремой, имеем:

δkj = 〈ek, ej〉 = 〈qk−1(J)e1, qj−1(J)e1〉 = 〈qj−1(J)qk−1(J)e1, e1〉

=
∫

qk−1(λ)qj−1(λ) dµ(λ).

Тем самым, {qn}n∈N0 – последовательность полиномов, ортонор-
мированных относительно спектральной меры dµ(λ).

Предположим теперь, что выполнены условия теоремы Блю-
менталя, т.е.

an →
1
2
, bn → 0 при n →∞.

Тогда J = J0 + A, где

J0 =

 0 1/2 0 . . .
1/2 0 1/2 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 .

а A – компактный оператор в `2. Тем самым, J – компактное воз-
мущение оператора J0. Для оператора J0 спектр σ(J0) = [−1, 1], а

соответствующая спектральная мера dµ0 =
2
π

√
1− x2 dx. В таком

случае, непосредственно из теоремы Вейля о компактном возму-
щении оператора вытекает, что спектр J состоит из отрезка ∆ и
не более чем счетного множества точек на R \∆, которые могут
накапливаться лишь к концам этого отрезка.

Вышеуказанная связь между теорией ортогональных много-
членов и теорией операторов Якоби3 давно и хорошо известна,

3В [7], [12]–[13] такой оператор называется дискретным оператором
Штурма–Лиувилля.
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см. [7]–[12]. Осознание этой связи в значительной степени стиму-
лировало исследования и привело к новым интересным результа-
там как в той, так и в другой теории (см. прежде всего [7]–[16],
где имеются дальнейшие ссылки). Однако как правило исследо-
вания шли в направлении “от дискретных операторов к ортого-
нальным многочленам”: с помощью общих методов теории опера-
торов устанавливались определенные свойства оператора Якоби,
порожденного рекуррентными соотношениями (16), а отсюда уже
выводились те или иные асимптотические свойства ортогональ-
ных многочленов. В настоящей работе мы идем “от ортогональ-
ных многочленов к дискретным операторам” и в таком подходе
следуем Е.М.Никишину [7], который предложил для исследова-
ния асимптотических свойств решений разностного аналога урав-
нения Штурма–Лиувилля использовать методы, развитые в тео-
рии ортогональных многочленов, теории непрерывных дробей и
аппроксимаций Паде. В [7] он ограничился только классическим
случаем (12). В дальнейшем такой подход успешно применялся
им и его учениками [12]–[14] и в более общей ситуации.

3. Рассмотрим следующую систему трехчленных рекуррент-
ных соотношений – разностный аналог уравнения Штурма–
Лиувилля на полуоси (см., например, [7], [11]):

a0y0 + b1y1 + a1y2 = λy1,
a1y1 + b2y2 + a2y3 = λy2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1yn−1 + bnyn + anyn+1 = λyn,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(17)

где a0 = 1, все an, bn – вещественны, an > 0 и sup
n

an < ∞,

sup
n
|bn| < ∞ (выбор a0 = 1 соответствует нормировке меры µ как

единичной). Из сказанного выше вытекает, что yn(λ) = qn−1(λ)
– решение системы (17) с начальными условиями y0(λ) ≡ 0,
y1(λ) ≡ 1, yn(λ) = pn−1(λ) – решение (17) с начальными усло-
виями y0(λ) ≡ −1, y1(λ) ≡ 0, наконец, yn(λ) = rn−1(λ) – решение
с начальными условиями y0(λ) ≡ 1, y1(λ) = µ̂(λ).

Положим λ = 1
2 (z + 1/z), где z ∈ D, D : |z| < 1. Семей-

ство {un(z)}n∈N0 , z ∈ D, называется решением Йоста для (17)
(см. прежде всего [9]), если при каждом z ∈ D таком, что
λ = 1

2 (z + 1/z) /∈ σ(J), последовательность {un(z)}n∈N0 является
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решением системы (17) и имеет место следующее асимптотиче-
ское соотношение:

z−nun(z) → 1 при n →∞, z ∈ D ;

функция u0(z), z ∈ D, называется функцией Йоста. В [9] было
установлено, что если решение Йоста существует, то асимптоти-
ка ортогональных многочленов qn(λ) выражается явно в терми-
нах функции Йоста u0(z) ([9], формулы (IV.8), (IV.17′)). Позднее
в [10] было доказано, что решение Йоста существует при условии
суммируемости первого момента

∞∑
n=1

n

(∣∣∣∣an −
1
2

∣∣∣∣+ |bn|
)

< ∞. (18)

Если условие (18) не выполняется, то решение Йоста может и не
существовать. В [15] по аналогии с непрерывным случаем вместо
решения Йоста было предложено рассматривать решение Вейля
{wn(z)}n∈N0 системы (17):

wn(z) =
〈
en, (λ− J)−1e1

〉
, n = 1, 2, . . . , (19)

где

λ =
1
2

(
z +

1
z

)
/∈ σ(J), z ∈ D,

а w0(z) ≡ 1. Если решение Йоста существует, то между ним и ре-
шением Вейля имеется следующая легко устанавливаемая связь.
Обозначим vn(z) := z−nwn(z). Тогда существует

v∞(z) = lim
n→∞

z−nwn(z) 6= 0 при z ∈ D \ R (20)

и v∞(z) = 1/u0(z), где u0(z) – функция Йоста. Ввиду такой связи
асимптотику типа (20) в [15] было предложено называть асимп-
тотикой Йоста. Этой терминологии мы будем придерживаться
и в настоящей работе.

Так как w0(z) ≡ 1, w1(z) = µ̂(λ) и {wn(z)} – решение систе-
мы (17), то wn(z) = rn−1(λ) при всех n = 1, 2, . . . . Таким образом,
имеем: wn(z) = (qn−1µ̂ − pn−1)(λ) = cn(λ) − m(λ)sn(λ), где cn и
sn – решения (17) соответственно типа косинуса и синуса, а m(λ)
– функция Вейля. Отметим, что используемое здесь определение
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решения Вейля несколько отличается от стандартного (см., на-
пример, [17], где имеются дальнейшие ссылки).

Под сильной (или типа Сегё) асимптотикой для ортогональ-
ных многочленов qn(λ) при λ /∈ σ(J) будем понимать следующее.
При n → ∞ существует отличный от нуля предел произведения
cn(z) := znqn(λ):

lim
n→∞

cn(z) = c∞(z) 6= 0, z ∈ D, λ =
1
2

(
z +

1
z

)
/∈ σ(J).

Один из полученных в [15] в этом направлении результатов состо-
ит в том, что при самых общих предположениях (12) на коэффи-
циенты an и bn оператора J существование сильной асимптоти-
ки для ортогональных многочленов оказывается эквивалентным
существованию асимптотики Йоста для решения Вейля. Точнее,
справедлива следующая

Теорема. (см. [15], теорема 2.2) Пусть J – матрица Якоби,
для коэффициентов an и bn которой имеем: an → 1/2, bn → 0
при n → ∞. Если z ∈ D таково, что λ = 1

2 (z + 1/z) не яв-
ляется собственным значением J , то существование предела
v∞(z) 6= 0 для последовательности vn(z) эквивалентно суще-
ствованию предела c∞(z) 6= 0 для последовательности cn(z). При
этом величины v∞(z) и c∞(z) связаны соотношением:

c∞(z)v∞(z) =
1

1− z2
. (21)

В силу сказанного непосредственно из (21) вытекает следу-
ющая формула сравнительной асимптотики для {qn(λ)}n∈N и
{rn(λ)}n∈N:

qn(λ)rn(λ) → z

1− z2
=

1√
λ2 − 1

, z ∈ D, λ /∈ σ(J). (22)

Таким образом, при самых общих предположениях (12) отно-
сительно оператора J асимптотические свойства двух фундамен-
тальных решений системы (17) оказываются тесно связанными.
Отметим, что правая часть (22) не зависит от J , а тем самым –
и от спектральной меры µ.

Подчеркнем однако, что все приведенные выше результаты от-
носятся к случаю, когда выполняется условие (12), т.е. параметры
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an и bn имеют пределы. При этом условии для носителя спек-
тральной меры (т.е. меры ортогональности) µ имеем: ess supp µ =
[−1, 1]. Таким образом, условием (12) круг рассматриваемых во-
просов заранее сужается ограничением ess supp µ = [−1, 1], на-
кладываемым явно или неявно на класс изучаемых на полуоси
операторов Якоби. Ситуация, когда в ess supp µ имеется хотя бы
одна лакуна, имеет принципиальные отличия от классического
случая “возмущения на постоянном фоне”, задаваемого услови-
ем (12), и требует иных методов исследования. Подчеркнем, что
речь идет о достаточно общей ситуации, вообще говоря, отличной
от случая “возмущения на периодическом фоне”.

В настоящей работе рассматривается класс операторов Якоби,
порождаемых борелевской мерой µ с носителем на R, состоящим
из конечного числа отрезков. При этом предполагается, что ме-
ра µ абсолютно непрерывна относительно меры Лебега и имеет
специальный вид (см. ниже § 2, п. 1), на сами же отрезки не на-
кладывается никаких условий, в частности, они могут находиться
“в общем положении”. Цель настоящей работы – при достаточ-
но общих условиях на меру µ получить формулу сравнительной
асимптотики двух фундаментальных решений соответствующе-
го этой мере разностного уравнения (17): многочленов, ортого-
нальных относительно µ, и решения Вейля, а также – асимп-
тотические формулы следов для коэффициентов an и bn такого
уравнения. Подчеркнем еще раз, что в своем подходе мы сле-
дуем Е.М.Никишину [7], который предложил для исследования
асимптотических свойств решений дискретного аналога операто-
ра Штурма–Лиувилля использовать методы, развитые в теории
ортогональных многочленов и теории аппроксимаций Паде. От-
метим, что речь идет об операторе Якоби, рассматриваемом на
полуоси, т.е. в пространстве `2(N). Пространство `2(Z) мы здесь
не рассматриваем, поэтому и не обсуждаем полученных для этого
случая (в том числе и в [7]) результатов.

Тот факт, что асимптотические свойства двух независимых
решений разностного уравнения (17) оказываются тесно связан-
ными и в более общей ситуации, чем задано условиями (12), давно
и хорошо известен. Наиболее очевидный пример этому дает клас-
сическая теорема Маркова (см. [2], [6, гл. III, п. 3.5], [18]) о сходи-
мости чебышевских непрерывных дробей для функций вида (1),
в которой фактически утверждается следующее. Пусть {y(1)

n (λ)}
– решение системы (17) с начальными данными (0, 1), а {y(2)

n (λ)}
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– решение этой системы с начальными данными (−1, 0). Тогда
(ср. [16], формула (4.2))

y(2)(λ)
y(1)(λ)

→ µ̂(λ) равномерно внутри Ĉ \∆,

∆ – выпуклая оболочка supp µ. Другой пример – результат
А.А. Гончара [20] также о сходимости чебышевских непрерыв-
ных дробей, но – с комплексными коэффициентами an 6= 0 и bn.
Этот результат допускает следующую интерпретацию в рамках
теории разностного оператора (17) с комплексными коэффици-
ентами an 6= 0 и bn. Обозначим как и выше {y(1)

n (λ)} – решение
системы (17) с начальными данными (0, 1), а {y(2)

n (λ)} – решение
этой системы с начальными данными (−1, 0). Пусть K1 b C –
множество всех предельных точек нулей функций y

(1)
n (λ), K̂1 –

его выпуклая оболочка. Тогда множество K2 предельных точек
нулей функций y

(2)
n (λ) устроено следующим образом: вне компак-

та K̂1 оно может иметь лишь изолированные точки. При этом

y(2)(λ)
y(1)(λ)

→ µ̂(λ) равномерно внутри Ĉ \ K̂1 .

Теорема Маркова является очевидным следствием этого резуль-
тата Гончара.

Отметим, что rn−1(λ) является “минимальным” решени-
ем (17) в следующем смысле. Если yn(λ) – любое другое реше-
ние (17), линейно независимое с rn−1(λ), то rn−1(λ)/yn(λ) → 0
при n →∞ и λ /∈ σ(J).

4. Прежде чем формулировать основные результаты настоя-
щей работы, сделаем некоторые предварительные пояснения.

Пусть {wn(z)}n∈N – последовательность функций, определен-
ных соотношениями (19). Используя равенства en+1 = qn(J)e1,
(14) и спектральную теорему получаем следующее представление
для wn+1(z) при λ = 1

2 (z + 1/z), λ /∈ σ(J) = suppµ и n = 0, 1, . . . :

wn+1(z) =
〈
en+1, (λ− J)−1e1

〉
=
〈
qn(J)e1, (λ− J)−1e1

〉
=
〈
qn(J)(λ− J)−1e1, e1

〉
=
∫

qn(x)
λ− x

dµ(x) = rn(λ).
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Таким образом, последовательность функций wn(z), определен-
ная (19) и начальным условием w0(z) ≡ 1, совпадает с по-
следовательностью функций второго рода rn−1(λ), если поло-
жить r−1(λ) ≡ 1. Тем самым, доказано, что последовательность
{wn(z)}n∈N0 – решение системы (17). Отметим, что для вронскиа-
на двух решений (17) rn(λ) и qn(λ) имеем: Wn(q, r) = an(qnrn−1−
rnqn−1) = 1.

Как было отмечено выше, при условиях (12) справедлива фор-
мула сравнительной асимптотики для двух независимых решений
{qn−1(λ)}n∈N0 и {rn−1(λ)}n∈N0 разностного уравнения (17):

qn(λ)rn(λ) → 1√
λ2 − 1

при n →∞, где λ ∈ Ĉ \ σ(J). (23)

В [21] Е. А. Рахмановым было, в частности, установлено, что соот-
ношение (23) имеет место для мер µ таких, что suppµ = [−1, 1] и
µ′ > 0 почти всюду на [−1, 1]. А.А. Гончар в [18] доказал, что (23)
остается справедливым, если к такой мере добавить конечное чис-
ло точечных масс, расположенных вне отрезка [−1, 1]. Аналог тео-
ремы Гончара оказывается справедлив [19] и для случая, когда в
ess supp µ имеется конечное число лакун (αj , βj), j = 1, 2, . . . , g,

т.е. носитель меры µ состоит из ess supp µ = [−1, 1] \
g⋃

j=1

(αj , βj) и

конечного числа точек на R, расположенных вне отрезка [−1, 1].
Основная цель настоящей работы – получить аналог форму-
лы (23) для случая, когда носитель меры µ состоит из несколь-
ких отрезков.

Настоящая работа является фактически продолжением ра-
бот [22] и [23], § 7, результаты которых относились прежде все-
го к теории сходимости аппроксимаций Паде и были основаны
на формулах сильной асимптотики для ортогональных много-
членов Qn(λ) и функций второго рода Rn(λ), рассматриваемых и
изучаемых в этих работах соответственно как знаменатели диа-
гональных аппроксимаций Паде Pn/Qn марковской функции µ̂ и
функции остатка (см. (6)). Как хорошо известно, в g лакунах
(αj , βj) между отрезками носителя меры µ могут располагаться
6 g нулей ортогональных многочленов Qn (иначе говоря, “лож-
ных” полюсов диагональных аппроксимаций Паде, подробнее об
этом понятии см. [24], где имеются дальнейшие ссылки), которые
в “общем положении” всюду плотны в этих лакунах (см. [22], [23]).
В [22] было показано, что этот же результат имеет место и для
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нулей Rn, т.е. для дополнительных точек интерполяции марков-
ской функции µ̂ диагональными аппроксимациями Паде Pn/Qn.
Точнее, в [22] было установлено, что по заданному набору отрез-
ков, составляющих ess supp µ, некоторым естественным образом
определяется нелинейная система из g дифференциальных урав-
нений относительно непрерывного переменного t, аналогичная из-
вестной системе Дубровина. Эта система интегрируется преобра-
зованием Абеля, ее решение задается квазипериодической функ-
цией от непрерывного переменного t со значениями в g-мерном
вещественном торе. Оказывается, что динамика этого решения на
торе после подстановки вместо непрерывного переменного t ∈ R
дискретного переменного n ∈ N полностью определяет как дина-
мику нулей Qn, так и нулей Rn, оказавшихся в лакунах между от-
резками. При этом “начальные данные” для решения однозначно
определяются мерой µ, а роль периодов ωj в описании квазипе-
риодичности решения выполняют взятые в бесконечно удаленной
точке гармонические меры ωj(∞), j = 1, 2, . . . , g +1, отрезков, со-
ставляющих ess supp µ. Отсюда уже, поскольку в общем положе-
нии гармонические меры ωj(∞) рационально независимы, и вы-
текали упомянутые выше утверждения о том, что как нули Qn,
так и нули Rn всюду плотны в лакунах между отрезками. Однако
как [22], так и [23] были посвящены в первую очередь изучению
сходимости диагональных аппроксимаций Паде, которое факти-
чески сводится к исследованию асимптотического поведения их
полюсов, т.е. нулей ортогональных полиномов Qn. Для вывода в
интересующем нас случае нескольких отрезков аналога форму-
лы (23) сравнительной асимптотики ортогональных многочленов
и функций второго рода нам придется проводить полное иссле-
дование асимптотики их нулей, причем – одновременно, т.е. при
одних и тех же значениях индекса n ∈ N (ср. [22], теоремы 1 и 3).
Вывод соответствующих асимптотических формул проводится по
следующей ставшей уже стандартной схеме (см. [22]–[27]). Сна-
чала при произвольном n ∈ N в “явном виде” строится решение
специальной краевой задачи Римана на двулистной гиперэллип-
тической римановой поверхности; это решение мы будем в даль-
нейшем называть Ψ-функцией.4 Затем выводится (обобщенное)
сингулярное интегральное уравнение Наттолла (см. [28], где это
уравнение получено впервые для классического случая одного от-
резка), связывающее при каждом n ∈ N между собой Ψ-функцию,

4Разумеется эта функция зависит от n; подробнее см. ниже.
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ортогональные многочлены Qn и функцию остатка Rn (см. (35)–
(36)). Из определения и явного представления Ψ-функции вы-
текает, что она обладает специальными свойствами. На этом и
основываются дальнейшие рассуждения.

Настоящая работа устроена следующим образом. Во втором
параграфе формулируются основные результаты работы. Третий
параграф посвящен доказательству теоремы 1, четвертый – до-
казательству теоремы 2. В приложении A приводятся некоторые
стандартные сведения о гиперэллиптических римановых поверх-
ностях, используемые в работе. В приложении B выводится яв-
ное представление Ψ-функции в терминах абелевых дифферен-
циалов. В приложении C кратко излагается содержание работы
Чебышёва [1], в которой он впервые ввел общие ортогональные
многочлены.

Автор выражает благодарность И.Е. Егоровой за полезные
обсуждения.

§ 2. Формулировка основных результатов

1. Теперь нам будет удобно ввести некоторые новые обозначе-
ния. Будем считать, что носитель меры µ состоит из непересекаю-
щихся отрезков ∆j = [e2j−1, e2j ], j = 1, . . . , g + 1, расположенных
на вещественной прямой R, g > 1, e1 < · · · < e2g+2. Меру µ бу-
дем считать абсолютно непрерывной относительно меры Лебега
на S :=

⊔g+1
j=1 ∆j , S = suppµ, и такой, что

dµ

dx
=

1
π

ρ(x)√
−h(x)

> 0 на S, (24)

где h(λ) =
2g+2∏
j=1

(λ − ej), причем в области D = Ĉ \ S выбрана

та ветвь квадратного корня, которая положительна при поло-
жительных значениях аргумента. Тем самым,

√
−h(x) > 0 при

x ∈ [e2g+1, e2g+2], на остальных отрезках значение корня опреде-
ляется аналитическим продолжением. Весовая функция ρ пред-
полагается голоморфной и отличной от нуля на S. Тем самым,

µ̂(λ) =
1
π

∫
S

1
λ− x

ρ(x) dx√
−h(x)

, λ /∈ suppµ. (25)

Через ωk(λ) = ω(λ;∆k, D), k = 1, . . . , g + 1, будем обозначать
гармоническую меру (в точке λ ∈ D) отрезка ∆k относительно
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области D, g(λ,∞) = gD(λ,∞) – функция Грина области D =
Ĉ \ S с особенностью в бесконечно удаленной точке λ = ∞.

Пусть R – гиперэллиптическая риманова поверхность рода g,
заданная уравнением w2 = h(λ). Будем считать, что R реализова-
на как двулистное разветвленное в точках {ej} накрытие римано-
вой сферы Ĉ таким образом, что переход с одного листа на другой
осуществляется по верхнему ∆+

j и нижнему ∆−
j берегам отрезков

∆j . Тем самым, над каждой точкой Ĉ за исключением точек ветв-
ления {ej} лежат ровно две точки римановой поверхности, а каж-
дому отрезку ∆j соответствует на R замкнутая аналитическая (в
комплексной структуре R) кривая Γj , j = 1, . . . , g+1, – цикл на R;
положим Γ =

⋃g+1
j=1 Γj . Выбранная в D = Ĉ\S ветвь квадратного

корня удовлетворяет условию
√

h(λ)/λg+1 → 1 при λ →∞. Функ-
ция w : w2 = h(λ) однозначна на R. Первым (открытым) листом
D(1) поверхности R будем считать тот, на котором w =

√
h(λ).

На втором листе D(2) имеем: w = −
√

h(λ). Для точек римановой
поверхности R будем использовать обозначение λ = (λ, w), где
w = ±

√
h(λ); при этом для точек первого листа λ(1) = (λ,

√
h(λ)),

а для точек второго λ(2) = (λ,−
√

h(λ)). Вместо λ = (λ,±
√

h(λ))
иногда будем писать коротко λ = (λ,±). Область D(1) будем как
правило отождествлять с “физической” областью D. Для λ = λ(1)

будем часто писать просто w(λ) вместо w(λ); тем самым, приоб-
ретает смысл и запись w±(x) =

√
h(x± i0), x ∈ S. Каноническая

проекция pr : R → Ĉ определяется соотношением pr λ = λ, в
частности pr D(1) = pr D(2) = D, pr Γ = S. Замкнутые циклы на
R, соответствующие замкнутым лакунам [e2j , e2j+1], j = 1, . . . , g,
будем обозначать через Lj . Тем самым, pr Lj = [e2j , e2j+1].

Другие стандартные сведения о гиперэллиптических римано-
вых поверхностях, которые нам здесь понадобятся, приведены в
приложении A.

2. Рассмотрим следующую систему из g дифференциаль-
ных уравнений относительно (неупорядоченного) набора g точек
λ1(t), . . . ,λg(t) на R, t ∈ R (или, эквивалентно, относительно ди-
визора d(t) = λ1(t) + · · ·+ λg(t) на SgR):

dλj

dt
= − w(λj)∏

k 6=j(λj − λk)

×
∫ +∞

e2g+2

∏
k 6=j(x− λk)

w(x)
dx, j = 1, 2, . . . , g. (26)
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Как показано в [22], теорема 2 (см. также п. 6 приложения B)
если все λj(0) = pr λj(0) ∈ [e2j , e2j+1], j = 1, . . . , g, то систе-
ма (26) интегрируется в явном виде преобразованием Абеля, ее
решение задается квазипериодической функцией непрерывного
переменного t с группой периодов ω1(∞), . . . , ωg(∞) и со значе-
ниями в g-мерном вещественном торе. Тем самым, все λj(t) ∈ Lj ,
j = 1, . . . , g, при t > 0. Следовательно, все λj(t) = pr λj(t) ∈
[e2j , e2j+1], j = 1, . . . , g, при t > 0. Отметим, что система (26)
приводит к системе уравнений Видома–Рахманова [29], [30]

g∑
j=1

εjωk(λj) = (g − 2t)ωk(∞)− 2
π

∫
S

log |ρ(ζ)|∂ωk(ζ)
∂n+

ζ

dζ (mod 2),

k = 1, . . . , g,

описывающих движение дивизора d(t) = λ1(t) + · · · + λg(t) на
торе L1 × · · · × Lg, где εj = ±1 в зависимости от λj = (λj ,±).
Учитывая геометрический смысл гармонической меры (см. ниже
п. 7 приложения B), эти последние уравнения естественно трак-
товать следующим образом: дивизор d(t) = λ1(t) + · · · + λg(t),
удовлетворяющий системе (26), движется с постоянной “угловой”
скоростью (подробнее см. п. 6 приложения B).

Основным результатом настоящей работы является следую-
щая

Теорема 1. При условии (24) для λ /∈ suppµ имеем:

qn(λ)rn(λ) =

g∏
j=1

(
λ− λj(n)

)
√

h(λ)
+ o(δn) при n →∞, (27)

где δ ∈ (0, 1) зависит от ρ, величины λ1(n), . . . , λg(n) соот-
ветствуют решению λ1(t), . . . ,λg(t) системы (26), взятому при
t = n ∈ N; начальные условия λ1(0), . . . ,λg(0) определяются ме-
рой µ, при этом, λj(0) ∈ [e2j , e2j+1] для всех j = 1, . . . , g .

Доказательство теоремы 1 основано на стандартной техни-
ке [22], [23] исследования асимптотических свойств многочле-
нов, ортогональных на нескольких отрезках, и состоит в сведе-
нии задачи об асимптотике к исследованию свойств Ψ-функции и
свойств решения специального сингулярного интегрального урав-
нения Наттолла. Эти же свойства лежат в основе доказательства
следующего результата.
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Теорема 2. При условии (24) справедливы следующие асимп-
тотические формулы следов для коэффициентов bn и an раз-
ностного уравнения (17):

bn =
1
2

2g+2∑
j=1

ej −
g∑

j=1

λj(n− 1) + o(δn), n →∞, (28)

an = capS · exp
{

1
2

g∑
j=1

g(λj(n),∞)

− 1
2

g∑
j=1

g(λj(n− 1),∞)
}(

1 + o(δn)
)
, n →∞, (29)

где δ ∈ (0, 1) зависит от ρ.

Здесь g(λ,∞) – однозначное продолжение функции Грина
gD(λ,∞) области D на всю риманову поверхность R.

Отметим, что асимптотическая формула (29) вытекает непо-
средственно из результатов Видома [30], § 6, теорема 6.2 и § 9,
теорема 9.1, но с o(1) вместо o(δn) как в (29).

Теорема 1 может быть эквивалентным образом переформули-
рована в терминах функции Грина G(λ, n,m) :=

〈
en, (λ−J)−1em

〉
оператора J . Точнее, пусть G(λ, n, n) – диагональная функция
Грина оператора J . Из спектральной теоремы вытекает, что
G(λ, n + 1, n + 1) = qn(λ)rn(λ). Следовательно, соотношение (27)
принимает вид:

G(λ, n + 1, n + 1) =

g∏
j=1

(
λ− λj(n)

)
√

h(λ)
+ o(δn) при n →∞.

3. Зафиксируем произвольное n ∈ N и рассмотрим на рима-
новой поверхности R следующую краевую задачу Римана.

Задача (R). При фиксированном n ∈ N, n > g , найти функ-
цию Ψ = Ψn такую, что:

1◦ Ψ (кусочно) мероморфна на R \ Γ = D(1) tD(2) ;
2◦ дивизор (Ψ) = (n− g)∞(2) + λ1 + · · ·+ λg − n∞(1) ;
3◦ на Γ выполнено краевое условие: ρ(x)Ψ+(x) = Ψ−(x), x ∈ Γ.

В п. 2◦ точки λj – “свободные” нули Ψ-функции – зависят от
n, под Ψ+(x) в п. 3◦ понимаются предельные значения функции
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Ψ(λ) при D(1) 3 λ → x ∈ Γ, аналогичный смысл придается и
Ψ−(x). Так как вес ρ – марковский (см. (24)), то λj ∈ Lj , т.е. в
каждой лакуне Lj = [e2j , e2j+1] лежит ровно по одной точке λj .
При этом допускается, чтобы какая-нибудь из точек λj ∈ Γ, т.е.
совпадала бы с концом лакуны: λj = e2j или λj = e2j+1. В таком
случае эта точка считается как нулем Ψ+, так и нулем Ψ−. Как
будет видно ниже, благодаря тому, что функция ρ голоморфна
на Γ, в такой ситуации сохраняются все основные свойства Ψ-
функции, в том числе – представление (30)–(33) (см. ниже).

Функция Ψ, решающая задачу (R), всегда существует, при
этом так как род g поверхности R положителен, то нули и по-
люсы Ψ на R оказываются связанными определенными соотно-
шениями, аналогичными соотношениям Абеля для мероморфной
функции на R, а дивизор d = λ1 + · · · + λg является решени-
ем проблемы обращения Якоби. Анализ данных этой проблемы
показывает, что при оговоренном выше условии (24) на вес ρ ее
решение всегда таково, что λj = pr λj ∈ [e2j , e2j+1], т.е. в каждой
замкнутой лакуне Lj между отрезками ∆1, . . . ,∆g+1 лежит ровно
по одной точке pr λj . Значит, дивизор d = λ1 + · · ·+ λg неспеци-
альный, а следовательно, такая проблема обращения Якоби имеет
единственной решение. Отсюда вытекает, что Ψ-функция, решаю-
щая задачу (R), единственна с точностью до нормировки и имеет
в бесконечно удаленной точке λ = ∞(1) полюс в точности n-го по-
рядка. При этом оказывается (подробнее см. § 3, п. 4 ниже), что
равномерно внутри области Ĉ \ Ŝ, где Ŝ – выпуклая оболочка S,
справедлива асимптотическая формула

Qn(λ) = Ψ(λ(1))
(
1 + o(1)

)
, n →∞;

здесь полиномы Qn нормированы так: старший коэффициент Qn

равен старшему (т.е. при λn) коэффициенту Ψ-функции. Такой
нормировки Qn мы будем придерживаться всюду в дальнейшем.

Нетрудно видеть, что для любого λ ∈ C \S выполняется соот-

ношение Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) ≡ const
g∏

j=1

(λ− λj), где const 6= 0. В даль-

нейшем мы будем придерживаться следующей нормировки5 Ψ-

5Таким условием Ψ-функция определяется однозначно с точностью до
знака ±, выбор знака мы уточним в дальнейшем.
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функции:

Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) ≡
g∏

j=1

(λ− λj).

Нетрудно найти и явный вид этой функции. При λ ∈ R \ Γ и в
предположении, что λj ∈ (e2j , e2j+1) имеем:

Ψ(λ) = Φ(λ)n−geA(λ;ρ)Fn(λ). (30)

Здесь Φ(λ) = eG(λ,∞) – (многозначная) отображающая функция,
G(λ,∞) = g(λ,∞) + ig∗(λ,∞) – комплексная функция Грина об-
ласти D,

A(λ; ρ) = w(λ)
[

1
2πi

∫
S

log ρ(x)
x− λ

dx

w+(x)
+

1
2
cg+1

+
1

2πi

g∑
k=1

vk

∫
∆k

1
x− λ

dx

w+(x)

]
, (31)

vk = 2
∫
S

log ρ(x) dΩ+
k (x) (при g = 0 exp{A(λ(1); ρ)} – функция

Сегё). Функция

Fn(λ) = exp
[ g∑

j=1

Ω(λj ,∞(1);λ) + 2πi

g∑
k=1

θkΩk(λ)
]
, (32)

величины6 θk = θk(n) = `k(n) + {(n − g)ωk(∞)}, целые числа
`k(n) ∈ Z равномерно ограничены при n → ∞, а дивизор d =
λ1 + · · ·+ λg, где λj = λj(n), является (единственным) решением
проблемы обращения Якоби

g∑
j=1

Ωk(λj) ≡
i

π

∫
S

log ρ(x) dΩ+
k (x)

−
g∑

j=1

{(n− g + 1
2 )ωj(∞)}Bkj , k = 1, . . . , g. (33)

В (31) величина cg+1 = cg+1(n), ecg+1 =
g∏

j=1

(e2g+2− λj). Отметим,

что равномерно ограниченные целые числа `k(n), k = 1, . . . , g,
6Здесь и в (33) { · } обозначает дробную часть соответствующего числа.
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возникают в (32) в связи с неоднозначностью абелевых интегра-
лов Ωk(λ) для λ ∈ ∂R̃ при интегрировании по путям, лежащим
в R̃, R̃ – рассеченная риманова поверхность R (подробнее см.

приложения A и B). Полином Xg(λ) :=
g∏

j=1

(λ−λj) является фак-

тически неизвестным “полиномиальным параметром” задачи (R).
Так как функция ρ голоморфна и отлична от нуля на S, то

правая часть представления (30) имеет смысл как голоморфная
функция и при λ ∈ D(1) t Γ для дивизора d = λ1 + · · ·+ λg, удо-
влетворяющего условиям (33). Тем самым, под функцией Ψ(λ),
λ ∈ D(1) t Γ, естественно понимать правую часть представле-
ния (30). Аналогичное справедливо и для функции Ψ(λ) при
λ ∈ D(2) t Γ. На Γ эти два голоморфных продолжения не сов-
падают: для них выполняется краевое условие 3◦, где, вообще
говоря, функция ρ 6≡ 1.

Вывод явных формул (30)–(33) для Ψ-функции дан в прило-
жении В.

§ 3. Доказательство теоремы 1

1. В этом пункте мы выведем стандартным образом [22]–[27]
сингулярное интегральное уравнение Наттолла (ср. с [28], где
подобное уравнение получено несколько иным методом для клас-
сического случая g = 0 и S = [−1, 1]) для некоторой функции,
мероморфной на R \ Γ и связанной с функциями Ψ, Rn и Qn

(см. ниже формулу (35)), и покажем, что асимптотика свободных
нулей Rn и блуждающих нулей Qn (т.е. ложных полюсов диаго-
нальных аппроксимаций Паде Pn/Qn) полностью определяется
асимптотическим при n →∞ поведением точек λ1(n), . . . ,λg(n),
удовлетворяющих проблеме обращения Якоби (33), а асимптоти-
ка самих функций Rn и Qn – асимптотическим поведением функ-
ции Ψ(λ) (которая, напомним, зависит от n).

Непосредственно из определения (5) функции остатка Rn и
представления (25) получаем, что

R+
n (x)−R−n (x) =

2Qn(x)ρ(x)
w+(x)

, x ∈ S \ {e1, . . . , e2g+2}. (34)

Определим кусочно мероморфную на R \ Γ функцию F (λ) сле-
дующим образом:
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F (λ) = Ψ(λ) ·

{
Rn(λ)w(λ), λ ∈ D(1),

2Qn(λ), λ ∈ D(2),
(35)

где функция Ψ(λ), λ ∈ R \ Γ, определена в (30)–(33). Функция F
имеет полюсы только в точках ∞(1),∞(2), каждый порядка g, а
из (34) вытекает, что для скачка F на Γ имеем:

F+(x)− F−(x) = V −(x)
1

ρ(x)
, x ∈ Γ,

где функция V (λ) = −Ψ(λ)Rn(λ)w(λ) = Ψ(λ)Rn(λ)w(λ), λ ∈
D(2), мероморфна на втором листе. Действительно, положим
Ψ1(λ) = Ψ(λ(1)), Ψ2(λ) = Ψ(λ(2)), λ ∈ D. Из краевого условия
3◦ задачи (R) вытекает, что ρ(x)Ψ±1 (x) = Ψ∓2 (x) при x ∈ S. Умно-
жим обе части (34) на w+(x)Ψ+

1 (x) и пользуясь последним крае-
вым условием преобразуем (34) к виду:

R+
n (x)w+(x)Ψ+

1 (x) +
1

ρ(x)
R−n (x)w−(x)Ψ−2 (x)

= 2Qn(x)Ψ−2 (x), x ∈ S.

Аналогично получаем

1
ρ(x)

R+
n (x)w+(x)Ψ+

2 (x) + R−n (x)w−(x)Ψ−1 (x)

= 2Qn(x)Ψ+
2 (x), x ∈ S.

В совокупности эти соотношения и дают нужные краевые условия
для функции F (λ), заданной равенством (35).

Интегральная формула типа Коши (A.11) для F принимает
следующий вид:

F (λ) = − 1
2πi

∫
Γ+

V −(ζ)
1

ρ(ζ)
dΩ(ζ;λ) + pn(λ), λ /∈ Γ, deg pn 6 g,

(36)
где дифференциал dΩ(ζ;λ) определен (A.10). Рассмотрим эту
формулу для λ ∈ D(1). Так как функция ρ(ζ) голоморфна на
каждой связной компоненте ∆j компакта S, то ρ(ζ) голоморфна
на каждой кривой Γj . Поэтому контур Γ можно не меняя значе-
ния интеграла (36) покомпонентно продеформировать в близкий
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контур Γ(2), также состоящий из (g + 1)-й компоненты и цели-
ком расположенный на втором листе D(2) в некоторой окрестно-
сти Γ, в которой голоморфна и отлична от нуля функция ρ(ζ)
(напомним, что функция V (ζ) определена и голоморфна на всем
втором листе D(2)). Полученная интегральная формула задает
голоморфное продолжение функции F (λ), λ ∈ D(1), через кон-
тур Γ на второй лист римановой поверхности вплоть до контура
Γ(2) (отметим, что для λ ∈ D(2) это продолжение не совпадает
с функцией F (λ), λ ∈ D(2), определенной (35)). Таким образом,
получаем для λ ∈ D:

F (λ(1)) = − 1
2πi

∫
Γ(2)

V (ζ(2))
1

ρ(ζ)
dΩ(ζ(2);λ(1)) + pn(λ).

Непосредственно из определения функций F (λ) и V (λ) = V (λ(2))
и с учетом тождества Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) = Xg(λ), для λ ∈ D(2) имеем:

V (λ) = V (λ(2)) = Rn(ζ)w(ζ(2))Ψ(ζ(2))

= −Rn(ζ)w(ζ(1))Ψ(ζ(1))
Ψ(ζ(2))
Ψ(ζ(1))

= −Ψ(ζ(1))Rn(ζ)w(ζ(1))
Ψ(ζ(1))Ψ(ζ(2))

Ψ(ζ(1))2
= −F (ζ(1))

Xg(ζ)
Ψ(ζ(1))2

.

Нетрудно видеть, что операция инволюции λ∗ = (λ,∓w) при λ =
(λ,±w) обладает следующим свойством: dΩ(ζ∗,λ) = dΩ(ζ,λ∗).
Следовательно, dΩ(ζ(2), λ(1)) = dΩ(ζ(1), λ(2)) и с учетом сохра-
нения относительно области D(1) ориентации кривых интегри-
рования, интегральное представление для F1(λ) := F (λ(1)) =
Ψ(λ(1))Rn(λ)w(λ(1)) и λ ∈ D преобразуется к следующему виду:

F1(λ) = − 1
2πi

∫
Γ(1)

F (ζ(1))
Xg(ζ)

Ψ(ζ(1))2
1

ρ(ζ)
dΩ(ζ(1);λ(2)) + pn(λ)

= − 1
2πi

∫
Γ+

F+(ζ(1))
Xg(ζ)[

Ψ+(ζ(1))
]2 1

ρ(ζ)
dΩ+(ζ(1);λ(2)) + pn(λ).

(37)

Аналогично, для F2(λ) := F (λ(2)) = 2Ψ(λ(2))Qn(λ) при λ ∈ D
имеем:

F2(λ) = − 1
2πi

∫
Γ+

F+(ζ(1))
Xg(ζ)[

Ψ+(ζ(1))
]2 1

ρ(ζ)
dΩ+(ζ(1);λ(1)) + pn(λ)

(38)
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(ср. (37)–(38) с формулой (3.9) из [28], где рассмотрен классиче-
ский случай g = 0, S = [−1, 1]). Подчеркнем, что эти представ-
ления справедливы в общем случае – при любом расположении
точек λj на R. Действительно, при λj 6= e2j , e2j+1 функции, стоя-
щие под знаком интеграла в (37)–(38), голоморфны на Γj и Γj+1

так как функция Ψ не обращается в нуль на этих компонентах Γ.
Если же λj совпадает с концом лакуны, то двукратный нуль в
знаменателе, происходящий от функции Ψ2, компенсируется ну-
лем функции F (λ) на Γ в точке λj и нулем полинома Xg(λ).

Формулы (37)–(38) лежат в основе наших последующих рас-
суждений. Поясним, какого рода информацию мы собираемся из
них извлечь. Предположим, например, что по некоторой подпо-
следовательности Λ ⊂ N имеем: λj(n) b (e2j , e2j+1) при n → ∞,
j = 1, . . . , g. Тогда из (37) мы получим, что для n ∈ Λ асимптоти-
ки функции F1(λ) := F (λ(1)) и полинома pn в области D совпа-
дают. Функция F1(λ) имеет в D нули в тех точках λj , для кото-
рых λj = λ

(1)
j . Следовательно, полином pn обращается в нуль в

близких точках. Аналогичный результат вытекает из (38) для по-
линома pn и функции F2(λ) := F (λ(2)). Из определения функций
F1 и F2 вытекает, что их нули, порожденные нулями λ1, . . . ,λg

функции Ψ, различны между собой. Следовательно, для доста-
точно больших n ∈ Λ полином pn, степень которого 6 g, име-
ет ровно g нулей в D. Тем самым, deg pn = g и при должной
нормировке асимптотика pn совпадает с асимптотикой полинома

g∏
j=1

(λ−λj(n)). Отсюда уже вытекает асимптотика оставшихся ну-

лей функций F1 и F2 в D. Но их нулями в D, отличными от точек
λj , могут быть только нули Rn и Qn соответственно. Тем самым,

Qn(λ)Rn(λ) = κ2
n

(∏g
j=1

(
λ− λj(n)

)√
h(λ)

+ o(1)
)

при n →∞, n ∈ Λ.

Следовательно,

qn(λ)rn(λ) =

∏g
j=1

(
λ− λj(n)

)√
h(λ)

+ o(1) при n →∞, n ∈ Λ.

2. Изложим теперь приведенные выше соображения более
формально и в полной общности, не ограничиваясь каким-либо
частным случаем в поведении точек λj(n). Подчеркнем, что цель
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наших исследований – доказать, что асимптотическое поведение
λj(n) как нулей функции Ψ полностью определяет асимптотиче-
ское поведение других возможных нулей функции F (λ), которы-
ми как следует из (35) могут быть лишь нули функции остатка
Rn или ортогонального полинома Qn.

Для произвольного ε > 0 положим

D(ε) = {λ ∈ Ĉ : g(λ,∞) > ε},

S(ε) = {λ ∈ Ĉ : g(λ,∞) < ε} – окрестность компакта S,

Γ(ε) = ∂D(ε) = {λ ∈ Ĉ : g(λ,∞) = ε},
D(0) = D, S(0) = S.

Так как ρ 6= 0 и голоморфна на S, то ρ 6= 0 и голоморфна в S(ε0)
при некотором ε0 > 0. В дальнейшем мы рассматриваем только
ε ∈ (0, ε0). Зафиксируем произвольное ε ∈ (0, ε0) и некоторую
последовательность {εn} такую, что εn ∈ (ε/3, 2ε/3) и

max
λ∈Γ(εn)

|pn(λ)| = O
(

min
λ∈Γ(εn)

|pn(λ)|
)
,

max
λ∈Γ(εn)

|Xg(λ)| = O
(

min
λ∈Γ(εn)

|Xg(λ)|
) (39)

при n → ∞; тем самым, Xg(λ) =
g∏

j=1

(λ − λj) 6= 0 и pn(λ) 6= 0

при λ ∈ Γ(εn). Так как функция F1(λ) := F (λ(1)) голоморфна в
D \ {∞} и дифференциал dΩ(ζ(1);λ(2)) не имеет особенности при
λ, ζ ∈ D (см. (A.12)), то в (37) для λ ∈ D мы можем заменить
контур интегрирования Γ ⊂ R на контур Γ(1)(εn):

F1(λ) = − 1
2πi

∫
Γ(1)(εn)

F1(ζ)
Xg(ζ)

Ψ(ζ(1))2
1

ρ(ζ)
dΩ(ζ(1);λ(2)) + pn(λ),

(40)
а формула (40) будет справедлива и для λ ∈ Γ(εn) = ∂D(εn). В та-
ком случае учитывая найденное ранее представление для функ-
ции Ψ и выбор величин εn (см. (39)), получаем, что равномерно
по λ ∈ Γ(εn) выполняется следующее соотношение∣∣F1(λ)− pn(λ)

∣∣ = o(1) · max
ζ∈Γ(εn)

∣∣F1(ζ)
∣∣ = o(1) ·Mn, (41)
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где Mn = max
ζ∈Γ(εn)

∣∣F1(ζ)
∣∣, o(1) = O(δn), δ = δn = e−2εn < e−2ε/3 < 1.

Нетрудно видеть, что из (41) вытекает соотношение

mn := max
λ∈Γ(εn)

|pn(λ)| = Mn · (1 + o(1)).

Тем самым из (41) с учетом (39) получаем∣∣F1(λ)− pn(λ)
∣∣ = o(1) ·mn

= o(1) min
λ∈Γ(εn)

|pn(λ)| < |pn(λ)|, λ ∈ Γ(εn).

Отметим, что непосредственно отсюда по теореме Руше уже выте-
кает, что для функций F1 и pn разность числа их нулей и полюсов
в области D(εn) одинакова. Пусть теперь t = 3ε/4 > εn,

mn(t) = max
λ∈Γ(t)

|pn(λ)|, Mn(t) = max
λ∈Γ(t)

∣∣F1(λ)
∣∣.

Так как pn – полином степени 6 g, то mn 6 mn(t). Аналитическая
функция

(
F1(λ)− pn(λ)

)
/Φg(λ) многозначна в D, но имеет одно-

значный модуль (здесь и далее Φ(λ) = eG(λ,∞) – отображающая
функция). Поэтому к ней применим принцип максимума модуля.
Следовательно,

max
λ∈Γ(t)

∣∣∣∣F1(λ)− pn(λ)
Φg(λ)

∣∣∣∣ 6 max
λ∈Γ(εn)

∣∣∣∣F1(λ)− pn(λ)
Φg(λ)

∣∣∣∣
= O(1) max

λ∈Γ(εn)
|F1(λ)− pn(λ)|.

Тем самым

max
λ∈Γ(t)

∣∣F1(λ)− pn(λ)
∣∣ = o(1) ·mn = o(1) ·mn(t). (42)

Отсюда легко вытекает, что Mn(t) = mn(t) · (1 + o(1)).
Заменим теперь в (38) для F2(λ) := F (λ(2)) контур интегри-

рования Γ ⊂ R на контур Γ(εn) ⊂ D и рассмотрим эту формулу
для λ ∈ Γ(t) (напомним, что t = 3ε/4 > 2ε/3 > εn):

F2(λ) = − 1
2πi

∫
Γ(εn)

F1(ζ)
Xg(ζ)

Ψ(ζ(1))2

× 1
ρ(ζ)

dΩ(ζ(1);λ(1)) + pn(λ), λ ∈ Γ(t).
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Тогда, учитывая выбор параметра t и полученные выше соотно-
шения между Mn, mn. Mn(t) и mn(t), имеем

max
λ∈Γ(t)

∣∣F2(λ)− pn(λ)
∣∣ = o(1) ·Mn = o(1) ·mn = o(1) ·mn(t). (43)

Введем теперь временно новую нормировку : положим mn(t) = 1
и сохраним прежние обозначения для остальных величин. Тогда
из (41) и (43) для многозначных аналитических в D функций
F1(λ)/Φg(λ), F2(λ)/Φg(λ) и pn(λ)/Φg(λ), имеющих в D однознач-
ные модули, получаем∣∣∣∣F1(λ)

Φg(λ)
− pn(λ)

Φg(λ)

∣∣∣∣ = o(1) равномерно по λ ∈ Dt, (44)∣∣∣∣F2(λ)
Φg(λ)

− pn(λ)
Φg(λ)

∣∣∣∣ = o(1) равномерно по λ ∈ Dt (45)

(предполагается, что в левых частях (44) и (45) выбирается од-
на и та же ветвь многозначной функции Φ). Рассмотрим после-
довательность функций {pn/Φg}. По принципу максимума мо-
дуля для аналитических функций с однозначным модулем име-
ем: |pn(λ)/Φg(λ)| 6 e−tg при λ ∈ Dt равномерно по n (здесь мы
учли новую нормировку mn(t) = 1). С другой стороны, применяя
принцип максимума модуля к полиномам pn в области S(τ) при
произвольном τ > t, получаем: max

λ∈Γ(τ)
|pn(λ)| > mn(t) = 1. Тем

самым, функция, тождественно равная нулю, не является пре-
дельной точкой последовательности {pn/Φg} (в топологии равно-
мерной сходимости на компактных подмножествах области Dt).
Следовательно, если мы применим к последовательностям функ-
ций F1/Φg, F2/Φg и pn/Φg теорему Гурвица, то в силу соотноше-
ний (44) и (45) получим, что асимптотическое поведение нулей
этих функций, расположенных в области Dt, одинаково. Так как
|Φ(λ)| 6= 0 в D и любая однозначная в окрестности точки λ = ∞
ветвь Φ имеет полюс первого порядка в точке λ = ∞, то значит
асимптотическое поведение нулей и полюсов функций F1, F2 и
pn, расположенных в области Dt, также одинаково. Поскольку
deg pn 6 g, то отсюда, в частности, сразу следует, что функции
F1 и F2 имеют в Dt не более, чем по g нулей.

Сделаем теперь дальнейшие выводы из того, что функции F1

и F2 имеют асимптотически одинаковое поведение нулей в Dt. Из
явного вида (35) функции F (λ) вытекает, что возможные нули
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функции F1 – это или точки λj при λj = λ
(1)
j , или нули функции

остатка Rn, а возможные нули функции F2 – это или точки λj

при λj = λ
(2)
j , или нули полинома Qn. В силу доказанного, и те,

и другие точки порождают асимптотически близкие к ним нули
полинома pn. Если общее число асимптотически различных нулей
функций F1 и F2 равно g, то значит имеется ровно g близких к
ним нулей полинома pn. Так как deg pn 6 g, то получаем полное
асимптотическое описание полинома pn, deg pn = g, в терминах
нулей F1 и F2.

Предположим теперь, что для некоторой последовательности
Λ ⊂ N имеем: все λj(n) b (e2j , e2j+1), j = 1, . . . , g, n ∈ Λ. Так как
t = 3ε/4, а ε > 0 произвольно, то для достаточно малого ε все
λj ∈ Dt и попарно различны между собой. Те точки λj , для кото-
рых λj = λ

(1)
j , являются нулями F1 и в силу доказанного “притя-

гивают” нули pn. Остальные λj , λj = λ
(2)
j , – это нули F2, которые

также “притягивают” нули pn. Так как все точки λ1, . . . , λg раз-
личны между собой и число их равно g, то мы получили полное
описание всех нулей pn. Точнее, deg pn = g для всех достаточно
больших n ∈ Λ и α−1

n pn(λ) = Xg(λ) + o(1), n ∈ Λ, n → ∞, где αn

– старший коэффициент pn.
Наконец, рассмотрим случай, когда для некоторого k ∈

{1, . . . , g} точка λk(n) стремится к концу лакуны: λk(n) → e2k

или λk(n) → e2k+1 при n → ∞. Покажем, что и в этом случае
deg pn = g для достаточно больших n и нули pn “притягиваются”
точками λ1, . . . , λg. Выберем как и выше в представлении (40) для
функции F1(λ) в качестве Γ(1) кривую Γ(1)(ε) = {λ : g(λ,∞) = ε},
ε ∈ (0, ε0), и запишем это представление для λ ∈ D в следующем
виде (см. (40)):

F1(λ) = − 1
2πi

∫
Γ(1)(ε)

F1(ζ)
Xg(ζ)

Ψ(ζ(1))2
1

ρ(ζ)
dΩ(ζ(1);λ(2)) + pn(λ).

Будем считать, что этой формулой функция F1 задана на D(1),
т.е. для λ ∈ D(1):

F1(λ) = − 1
2πi

∫
Γ(1)(ε)

F1(ζ(1))
Xg(ζ)

Ψ(ζ(1))2
1

ρ(ζ)
dΩ(ζ(1);λ∗) + pn(λ).

(46)
В силу свойств дифференциала dΩ(ζ;λ), правая часть этого ра-
венства голоморфно продолжается по λ на D(2) вплоть до кри-
вой Γ(2)(ε), лежащей на втором листе D(2) “над” кривой Γ(ε) =
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Γ(1)(ε). Тем самым, функция F1(λ), λ ∈ D(1), голоморфно про-
должается на второй лист D(2) вплоть до кривой Γ(2)(ε) (это
продолжение, вообще говоря, не совпадает с с функцией F (λ),
λ ∈ D(2)). С учетом определения функции F1(λ) := F (λ(1)) полу-
чаем, что на второй лист голоморфно продолжается произведение
Ψ(λ(1))Rn(λ)w(λ), λ ∈ D. Обратимся теперь к краевым условиям
на функцию Ψ: ρ(x)Ψ+(x) = Ψ+(x), x ∈ Γ. Функция ρ голоморф-
на и отлична от нуля в некоторой окрестности S. Поэтому заменив
в этих краевых условиях кривую Γ на кривую Γ(2)(ε) при произ-
вольном ε ∈ (0, ε0), мы, как легко увидеть, получим краевую зада-
чу, решением которой является та же самая функция Ψ (это видно
и непосредственно из явных формул (30)–(33)). Таким образом,
функция Ψ(λ(1)), λ ∈ D, голоморфно продолжается на второй
лист вплоть до кривой Γ(2)(ε). Выберем теперь εn ∈ (ε/3, 2ε/3)
так, чтобы при n →∞ выполнялись соотношения (39). Рассужде-
ния, вполне аналогичные приведенным выше и опирающиеся на
принцип максимума модуля и теорему Гурвица для многознач-
ных аналитических функций в области D(n) = D(1)tΓtS(2)(εn)
(отметим, что функция Φ также аналитически продолжается в
эту область), показывают, что в этой ситуации имеет место ана-
лог соотношения (44):∣∣∣∣F1(λ)

Φg(λ)
− pn(λ)

Φg(λ)

∣∣∣∣ = o(1) равномерно по λ ∈ D(n), (47)

а все нули полинома pn “притягиваются” к точкам λ1, . . . , λn при
n → ∞. Поясним более подробно ту часть рассуждений, ко-
торая касается аналитического продолжения функций с перво-
го листа D(1) через кривую Γ на второй лист D(2). Предполо-
жим для определенности, что λk → e2k при n → ∞, тем са-
мым, фактически речь идет о продолжении через кривую Γk,
pr Γk = ∆k = [e2k−1, e2k]. Будем считать для простоты, что
∆k = [−1, 1]. Тогда с помощью функции u = λ +

√
λ2 − 1, обрат-

ной функции Жуковского, двулистная гиперэллиптическая рима-
нова поверхность R конформно отображается на риманову сфе-
ру Ĉ, из которой удалены 2g отрезков вида [αj , βj ], [1/βj , 1/αj ],
j = 1, . . . , g, где все отрезки [αj , βj ] лежат во внешности еди-
ничного круга |u| > 1, а соответствующие им парные отрезки
[1/βj , 1/αj ] – внутри него. При этом верхние берега парных отрез-
ков отождествляются (“склеиваются”) между собой, аналогичное
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правило действует и для нижних берегов. При таком отождеств-
лении получаем, очевидно, сферу с g ручками. Первому (откры-
тому) листу D(1) римановой поверхности R соответствует внеш-
ность единичного круга |u| > 1 с разрезами по отрезкам [αj , βj ],
j = 1, . . . , g, второму листу D(2) – внутренность единичного кру-
га |u| < 1 с разрезами по отрезкам [1/βj , 1/αj ], j = 1, . . . , g;
см. рис. 1. Обратное отображение с помощью функции Жуков-
ского λ = 1

2 (u + 1/u) задает параметрическое представление R
и делает очевидным процесс аналитического продолжения через
кривую Γk = {λ(u) : |u| = 1} с первого листа римановой поверх-
ности на второй. Действительно, для весовой функции ρ имеем:
ρ(λ) = ρ( 1

2 (u + 1/u)), для полинома pn: pn(λ) = pn( 1
2 (u + 1/u)).

Отметим, что из такого симметричного представления вытека-
ет, что каждой точке λk → e2k соответствуют два близких нуля
продолженной функции pn( 1

2 (u + 1/u)). Однако никакого проти-
воречия в этом нет, так как это означает, что продолженная на
второй лист функция F1(λ) также имеет в окрестности точки e2k

два нуля: один нуль происходит от функции Ψ(λ), а второй – от
функции остатка Rn(λ) (см. (35)).

Итак, мы показали, что в общей ситуации deg pn = g для до-
статочно больших n и асимптотика g нулей полинома pn полно-
стью определяется асимптотическим поведением точек λ1, . . . , λn,
точнее,

α−1
n pn(λ) = Xg(λ) + o(1), n →∞,

где αn – старший коэффициент pn. С учетом последнего равен-
ства нетрудно видеть, что полученные выше соотношения (44)–
(45) сохранятся, если вместо нормировки mn(t) = 1 мы бу-
дем считать, что старший коэффициент полинома pn равен 2:
pn(λ) = 2λg + · · · . Тем самым,

pn(λ) = 2Xg(λ) + o(1), n →∞, равномерно внутри C,
pn(λ) = 2Xg(λ)(1 + o(1)), n →∞, равномерно на Γ(εn).

(48)

Следовательно, во всех полученных выше соотношениях pn мож-
но заменить на 2Xg. Кроме того, как нетрудно видеть, в этих
соотношениях величина o(1) = o(δn), где δ ∈ (0, 1) и зависит от ρ.

3. С помощью соотношений (44)–(45) и (48) уже легко завер-
шается доказательство теоремы 1. Действительно, в силу опреде-
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Рис. 1. При ∆k = [−1, 1] с помощью функции u = λ +
√

λ2 − 1,
обратной функции Жуковского, двулистная гиперэллиптическая
риманова поверхность R конформно отображается на рима-
нову сферу Ĉ, из которой удалены 2g отрезков вида [αj , βj ],
[1/βj , 1/αj ], j = 1, . . . , g, где все отрезки [αj , βj ] лежат во внешно-
сти единичного круга |u| > 1, а соответствующие им парные от-
резки [1/βj , 1/αj ] – внутри него. При этом верхние берега парных
отрезков отождествляются (“склеиваются”) между собой, анало-
гичное правило действует и для нижних берегов.

ления функций F1 и F2 из (44)–(45) и (48) получаем:

Ψ(λ(1))Rn(λ)w(λ) = 2Xg(λ)(1 + o(1)) равномерно на Γ(εn),

Ψ(λ(2))Qn(λ) = Xg(λ)(1 + o(1)) равномерно на Γ(εn).
(49)

Перемножая теперь левые и правые части этих соотношений и
пользуясь тем, что Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) = Xg(λ), получим

Qn(λ)Rn(λ) =
2Xg(λ)
w(λ)

(1 + o(1))

=
2Xg(λ)
w(λ)

+ o(1) равномерно на Γ(εn).

Но εn ∈ (ε/3, 2ε/3), тем самым, равномерно в D(ε) = {λ :
g(λ,∞) > ε} имеем:

Qn(λ)Rn(λ) =
2Xg(λ)
w(λ)

+ o(1), n →∞.



Сравнительная асимптотика решений и формулы следов 35

Отсюда, так как

Qn(λ)Rn(λ) =
1
π

∫
S

Q2
n(x)

λ− x

ρ(x) dx√
−h(x)

,

вытекает, что

1
π

∫
S

Q2
n(x)ρ(x) dx√
−h(x)

= 2 + o(1), n →∞. (50)

Тем самым, окончательно имеем:

qn(λ)rn(λ) =
Xg(λ)√

h(λ)
+ o(δn), n →∞, δ ∈ (0, 1),

равномерно в D(ε) = {λ : g(λ,∞) > ε}. Поскольку ε > 0 – произ-
вольно, теорема 1 доказана.

4. При подходящей нормировке полиномов Qn(λ) – знаменате-
лей диагональных аппроксимаций Паде функции µ̂ – их сильная
асимптотика внутри области Ĉ \ Ŝ и на компакте S описывается
в терминах Ψ-функции, решающей задачу (R), следующим обра-
зом.

Предложение. Пусть голоморфная на S функция ρ удовле-
творяет условию (24), Ψ – решение задачи (R) при n ∈ N. Тогда
при подходящей нормировке полиномов Qn(λ) имеем:

1◦ . Qn(λ) = Ψ(λ)
(
1 + o(δn)

)
при n → ∞ равномерно внутри

Ĉ \ Ŝ ;
2◦ . Qn(x)Xg(x) = (Ψ+(x) + Ψ−(x))Xg(x) + o(δn) при n → ∞

равномерно на S .

Здесь Ψ(λ) = Ψ(λ(1)), под Ψ+(x) (Ψ−(x)) понимаются верхние
(соответственно, нижние) предельные значения Ψ(λ) на S. Функ-
ция Ψ, решающая задачу (R), имеет в точке λ = ∞(1) полюс
в точности n-го порядка. Так как deg Qn = n при всех n и
Ψ(λ(1))/λn → κn 6= 0 при λ → ∞, где κn ∈ R, то естественно
нормировать Qn условием: Qn(λ) = κnλn + · · · . С помощью пред-
ставления (30)–(33) величину κn нетрудно найти и в явном виде
(см. приложение B), при этом, так как κn ∈ R, можно считать,
что κn > 0; таким выбором знака у κn однозначно определяется
и сама Ψ-функция.
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Доказательство. Пункт 1◦ предложения вытекает непо-
средственно из соотношения (49) и равенства Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) =
Xg(λ).

Для доказательства п. 2◦ поступим следующим образом.
Из (47) и (48) вытекает, что равномерно на Γ имеем: F1(λ) =
2Xg(λ) + o(1), n → ∞, o(1) = o(δn). Пользуясь определением
функций F1 и F перепишем последнее соотношение в виде двух
равенств для x ∈ S следующим образом:

Ψ+(x)R+
n (x)w+(x) = 2Xg(x) + o(1),

Ψ−(x)R−n (x)w−(x) = 2Xg(x) + o(1).

Умножим обе части первого равенства на Ψ−(x), а второго – на
Ψ+(x), сложим получившиеся соотношения и воспользуемся ра-
венствами (34) и ρ(x)Ψ+(x)Ψ−(x) = Xg(x). Получим

Qn(x)Xg(x) =
(
Ψ+(x) + Ψ−(x)

)
Xg(x) + o(1),

что и требовалось доказать. �

§ 4. Доказательство теоремы 2

1. Доказательство первой части теоремы 2 – формулы (28)
– не составляет труда и следует непосредственно из теоремы 1.
Действительно, с одной стороны

qn(λ)rn(λ) =
1
π

∫
S

q2
n(x)

λ− x

ρ(x) dx√
−h(x)

, (51)

с другой

qn(λ)rn(λ) =
Xg(λ)√

h(λ)
+ o(δn),

n →∞, δ ∈ (0, 1), равномерно в D(ε),
(52)

где D(ε) = {λ : g(λ,∞) > ε}, ε > 0 – произвольно. Пользуясь (51)
разложим функцию qn(λ)rn(λ) в ряд по степеням 1/λ в бесконеч-
но удаленной точке:

qn(λ)rn(λ) =
d0

λ
+

d1

λ2
+ · · · ,
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где

d0 =
1
π

∫
S

q2
n(x)ρ(x) dx√

−h(x)
= 1, d1 =

1
π

∫
S

xq2
n(x)ρ(x) dx√
−h(x)

.

Непосредственно из рекуррентной формулы (9) сдедует (см. (11)),
что d1 = bn+1. В силу (52) коэффициенты d0, d1, . . . с точностью
до o(δn) совпадают с соответствующими лорановскими коэффи-
циентами c0, c1, . . . функции Xg(λ)/

√
h(λ). Так как c0 = 1, то

c1 = lim
λ→∞

λ

(
λXg(λ)√

h(λ)
− 1
)

= lim
λ→∞

λ

(
λXg(λ)−

√
h(λ)

λg

)
.

Прямые вычисления дают для этой величины следующее пред-
ставление:

c1 =
1
2

2g+2∑
j=1

ej −
g∑

j=1

λj(n).

Тем самым,

bn+1 =
1
2

2g+2∑
j=1

ej −
g∑

j=1

λj(n) + o(δn), n →∞.

Формула (28) доказана.
2. Для доказательства (29) поступим следующим образом. Из

рекуррентной формулы (9) вытекает (см. (11)), что

an =
1
π

∫
S

xqn−1(x)qn(x)
ρ(x) dx√
−h(x)

=
kn−1

kn
, (53)

kn > 0 – старший коэффициент ортонормированного полинома
qn. Из (50) получаем, что kn и κn > 0 – старший коэффициент
полинома Qn – связаны соотношением κn = kn(

√
2 + o(1)), где

o(1) = o(δn). Следовательно, an = κn−1
κn

(1+o(1)). Но величина κn

связана с нормировкой Ψ-функции: Ψ(λ) = κnλn + · · · при λ →
∞. Пользуясь явным представлением (30)–(33) для Ψ-функции
найдем теперь асимптотику отношения величин κn−1 и κn при
n →∞.

Так как Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) ≡
g∏

j=1

(λ− λj), то

Ψ(λ(2)) =
1

κnλn−g
+ · · · , λ →∞.
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Следовательно,

Ψ(λ(1))
Ψ(λ(2))

= κ2
nλ2n−g + · · · , λ →∞,

и

κ2
n = lim

λ→∞

Ψ(λ(1))
Ψ(λ(2))

λg−2n,

при этом можно считать, что λ > 0. С помощью явных фор-
мул (30)–(33) получаем

Ψ(λ(1))
Ψ(λ(2))

= Φ2n−2geA(λ(1);ρ)−A(λ(2);ρ) Fn(λ(1))
Fn(λ(2))

, (54)

где первый сомножитель ведет себя в бесконечности как

(cap S)2g−2nλ2n−2g + · · · ,

а второй не зависит от n. Тем самым,

κ2
n−1

κ2
n

= lim
λ→∞

[
λ2

Φ2(λ)
· Fn−1(λ(1))
Fn−1(λ(2))

· Fn(λ(2))
Fn(λ(1))

]
. (55)

Преобразуем теперь величину Fn(λ(1))/Fn(λ(2)) = exp (ϕn(λ)),
где (см. (32))

ϕn(λ) =
g∑

j=1

[
Ω
(
λj(n),∞(1);λ(1)

)
− Ω

(
λj(n),∞(1);λ(2)

)]
+ 2πi

g∑
j=1

θj(n)
(
Ωj(λ(1))− Ωj(λ(2))

)
. (56)

По правилу (A.7) перестановки пределов интегрирования и пара-
метров для a-нормированных абелевых дифференциалов имеем:

Ω(λj ,∞(1);λ(1))− Ω(λj ,∞(1);λ(2))

= −
∫ λ(2)

λ(1)
dΩ(λj ,∞(1); ζ)

= −
∫ ∞(1)

λj

dΩ(λ(1), λ(2); ζ) (mod 2πi)

=
∫ λj

∞(1)
dΩ(λ(1), λ(2); ζ) (mod 2πi).
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Так как при x ∈ R \ S

dG(x(1), x(2), ζ) + 2πi

g∑
j=1

ωj(x) dΩj(ζ) + dΩ(x(1), x(2), ζ) = 0

(см. (A.6)), то при λ > e2g+2∫ λj

∞(1)
dΩ(λ(1), λ(2); ζ)

= −
∫ λj

∞(1)
dG(λ(1), λ(2); ζ)− 2πi

g∑
k=1

ωk(λ)
∫ λj

∞(1)
dΩk(ζ)

= −
(
g(λj , λ)− g(∞(1), λ)

)
+ iβj(n)

− 2πi

g∑
k=1

ωk(λ)
(
Ωk(λj)− Ωk(∞(1))

)
, (57)

где βj(n) ∈ R. Воспользуемся теперь тем, что Ωk(λ(1))−Ωk(λ(2)) =
2Ωk(λ(1)), и формулой (B.12). Тогда из (56), (57) и (B.12) получим

ϕn(λ) = −
g∑

j=1

[
g(λj , λ)− g(∞(1), λ)

]

+ 2πi

g∑
k=1

ωk(λ)

 g∑
j=1

θj(n)Bkj


+ 2πi

g∑
j=1

θj(n) · 2Ωj(λ(1)) + iβ(n) + C1(λ), (58)

где β(n) ∈ R, θj = θj(n) = `j(n)+{(n−g)ωj(∞)}, величины `j(n) ∈
Z и равномерно ограничены при n →∞, а C1(λ) не зависит от n.
Поменяем в (58) порядок суммирования во втором слагаемом и
воспользуемся тем, что (см. (A.8))

g∑
k=1

ωk(λ)Bkj = −2i Im Ωj(λ(1)), λ ∈ D.

Тогда это второе слагаемое примет вид:

2πi

g∑
k=1

ωk(λ)

 g∑
j=1

θjBkj

 = 2πi

g∑
j=1

θj

(
g∑

k=1

ωk(λ)Bkj

)
=
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= 2πi

g∑
j=1

θj

(
−2i Im Ωj(λ(1))

)
= −2πi

g∑
j=1

θj

(
2i Im Ωj(λ(1))

)
.

Следовательно, из (58) имеем:

ϕn(λ) = −
g∑

j=1

g(λj , λ) + iβ(n) + C2(λ), (59)

где β(n) ∈ R, а C2(λ) не зависит от n. Окончательно из последней
формулы и (55) получаем:

κ2
n−1

κ2
n

= (capS)2 exp


g∑

j=1

g
(
λj(n),∞

)
−

g∑
j=1

g
(
λj(n− 1),∞

) ,

тем самым,

an =
κn−1

κn
(1 + o(δn))

= capS · exp

1
2

g∑
j=1

g
(
λj(n),∞

)
−1

2

g∑
j=1

g
(
λj(n− 1),∞

)
×
(
1 + o(δn)

)
.

Асимптотическая формула (29), а вместе с ней и теорема 2,
доказаны.

Приложение A

1. Приведем некоторые необходимые нам стандартные сведе-
ния о гиперэллиптических римановых поверхностях. В обозначе-
ниях и терминологии мы здесь придерживаемся в основном [31]
(см. также [32]–[33]).

Пусть R – гиперэллиптическая риманова поверхность рода

g > 1, заданная уравнением w2 = h(λ), где h(λ) =
2g+2∏
j=1

(λ − ej),

e1 < · · · < e2g+2. Будем считать, что R реализована как дву-
листное разветвленное в точках {ej} накрытие римановой сфе-
ры Ĉ таким образом, что переход с одного листа на другой осу-
ществляется по верхнему ∆+

j и нижнему ∆−
j берегам отрезков
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∆j = [e2j−1, e2j ], j = 1, . . . , g + 1. Тем самым, над каждой точкой
Ĉ за исключением точек ветвления {ej} лежат ровно две точки
римановой поверхности, а каждому отрезку ∆j соответствует на
R замкнутая аналитическая (в комплексной структуре R) кри-
вая Γj , j = 1, . . . , g + 1, – цикл на R; положим Γ =

⋃g+1
j=1 Γj .

Выберем в D = Ĉ \ S ту ветвь квадратного корня, которая поло-
жительна при положительных значениях аргумента. Тем самым,√

h(λ)/λg+1 → 1 при λ → ∞. Функция w : w2 = h(λ) однознач-
на на R. Первым (открытым) листом D(1) поверхности R будем
считать тот, на котором w =

√
h(λ). На втором листе D(2) име-

ем: w = −
√

h(λ). Для точек римановой поверхности R будем
использовать обозначение λ = (λ, w), где w = ±

√
h(λ); при этом

для точек первого листа λ(1) = (λ,
√

h(λ)), а для точек второ-
го λ(2) = (λ,−

√
h(λ)). Вместо λ = (λ,±

√
h(λ)) иногда мы будем

писать коротко λ = (λ,±). Область D(1) будем как правило отож-
дествлять с “физической” областью D. Для λ = λ(1) будем часто
писать просто w(λ) вместо w(λ); тем самым, приобретает смысл
и запись w±(x) =

√
h(x± i0), x ∈ S. Каноническая проекция

pr : R → Ĉ определяется соотношением pr λ = λ, в частности
pr D(1) = pr D(2) = D, pr Γ = S. Замкнутые циклы на R, соот-
ветствующие замкнутым лакунам Lj = [e2j , e2j+1], j = 1, . . . , g,
будем обозначать через Lj . Тем самым pr Lj = [e2j , e2j+1].

Ориентируем кривые Γj так, что при обходе по Γj область
D(1) остается слева, а D(2) – справа. Примем ориентированные
кривые Γj , j = 1, . . . , g, за a-циклы aj на R и стандартным
образом [31], [32] дополним их b-циклами bj до базиса гомо-
логий {aj ,bj}j=1,...,g на R. Пусть {dΩk} – соответствующий a-
нормированный базис голоморфных абелевых дифференциалов:∮
aj

dΩk = δkj , k, j = 1, . . . , g. Матрица B = ‖Bkj‖k,j=1,...,g, где
Bkj =

∮
bj

dΩk – b-периоды базисных дифференциалов, являет-
ся матрицей Римана: она симметрична, Bkj = Bjk, а ее мнимая
часть положительно определена, ‖ Im Bjk‖ > 0. В рассматривае-
мом здесь нами случае, когда все точки ej ∈ R, все величины Bkj

– чисто мнимые. Абелевы интегралы Ωk(λ) =
∫ λ

e2g+2

dΩk опре-

делены на R однозначно по модулю их a и b-периодов. Так как
Ω′k(λ) = sk(λ)/w(λ), где sk – полином степени g − 1, то имеет
смысл обозначение dΩ±k (x) = sk(x) dx/w±(x) при x ∈ S.
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Если на R\Γ задана функция F (λ), то под F+(x) понимаются
ее предельные значения при λ → x ∈ Γ, λ ∈ D(1), если они су-
ществуют; аналогичный смысл придается и F−(x) при λ ∈ D(2),
λ → x ∈ Γ.

Фиксируем стандартный базис e1, e2, . . . , eg в Rg: (ek)j = δkj .
Тогда векторы e1, . . . , eg,Be1, . . . ,Beg линейно независимы над R
и образуют базис в Cg. Факторпространство Cg/{N+BM} по це-
лочисленной решетке, N,M ∈ Zg, является 2g-мерным веществен-
ным тором T2g и называется многообразием Якоби Jac R рима-
новой поверхности R. Любой вектор v ∈ Cg однозначно предста-
вим в виде v = x + By + N + BM = x + By (mod периодов),
0 6 (x)j , (y)j < 1, N,M ∈ Zg; иногда для краткости знак срав-
нения по модулю периодов базисных дифференциалов {dΩk} мы
будем опускать и писать v ≡ x + By.

Неупорядоченные наборы точек (λ1, . . . ,λg), λj ∈ R, образу-
ют g-ю симметрическую степень SgR римановой поверхности R.
Пусть λ0 – некоторая фиксированная точка7 римановой поверх-
ности R. Вектор-функция A(λ1, . . . ,λg) = (A1, . . . , Ag) с коорди-
натами

Ak = Ak(λ1, . . . ,λg) ≡
g∑

j=1

Ωk(λj) ≡
g∑

j=1

∫ λj

λ0

dΩk, (A.1)

где k = 1, . . . , g, определяет отображение Абеля A : SgR → Jac R
(пути интегрирования в (A.1) – одни и те же для всех k = 1, . . . , g).
Если задан вектор v = (v1, . . . , vg) ∈ Jac R (точнее, класс [v] экви-
валентных v векторов), то задача нахождения неупорядоченного
набора точек (λ1, . . . ,λg) ∈ SgR, для которого

Ak(λ1, . . . ,λg) = vk (mod периодов), (A.2)

где k = 1, . . . , g, называется проблемой обращения Якоби. Про-
блема обращения Якоби всегда разрешима, но, вообще гово-
ря, не единственным образом. Неупорядоченный набора точек
(λ1, . . . ,λg) ∈ SgR будем называть дивизором и использовать
обозначение d = λ1 + · · ·+ λg.

2. Для любых двух различных точек λ1 и λ2 римановой по-
верхности R существует абелев дифференциал третьего рода, го-
ломорфный всюду на R, за исключением этих двух точек, в ко-
торых он имеет простые полюсы с вычетами соответственно +1

7В дальнейшем мы выбираем λ0 = e2g+2.
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и −1; такой дифференциал называется нормальным. Нормаль-
ный дифференциал будет определен однозначно, если потребо-
вать, чтобы все его a-периоды были равны нулю; будем называть
такой дифференциал a-нормированным абелевым дифференциа-
лом третьего рода и обозначать dΩ(λ1,λ2;λ), где дифференциро-
вание – по переменной λ. Другой способ однозначно задать (нор-
мировать) дифференциал третьего рода – потребовать, чтобы все
его периоды были чисто мнимыми. Для таких дифференциалов
будем использовать обозначение dG(λ1,λ2;λ), предполагая при
этом, что вычеты в точках λ1 и λ2 равны соответственно −1
и +1. К подобным дифференциалам относится дифференциал
комплексной функции Грина с особенностью в бесконечно уда-
ленной точке G(λ,∞) = g(λ,∞) + ig∗(λ,∞) многосвязной обла-
сти D = Ĉ\S (здесь g∗(λ,∞) – функция, гармонически сопряжен-
ная к функции Грина g(λ,∞)). Функция G(λ,∞) многозначна в
D и

G(λ,∞) =
∫ λ

e2g+2

Pg(ζ)√
h(ζ)

dζ, λ ∈ D,

где Pg(λ) = Pg(λ;h) = λg + · · · – вещественный полином, все
нули которого лежат в лакунах (e2j , e2j+1), j = 1, . . . , g. Диффе-
ренциал dG = dG(∞(1),∞(2);λ) = Pg(λ) dλ/w(λ) определен на
всей римановой поверхности R, имеет чисто мнимые периоды и
простые полюсы в точках λ = ∞(1) и λ = ∞(2) с вычетами соот-
ветственно −1 и +1. Тем самым, функция u(λ) = Re G(λ,∞),

где G(λ,∞) =
∫ λ

e2g+2

dG, – однозначная функция на R и для

λ = λ(1) имеем: u(λ(1)) = g(λ,∞). Функция u(λ) задает есте-
ственное продолжение функции Грина g(λ,∞) на всю риманову
поверхность R: g(λ,∞) = u(λ).

Приведем используемые в дальнейшем “явные” представления
для некоторых a-нормированных абелевых дифференциалов тре-
тьего рода:

dΩ(λ(1)
1 , λ

(1)
2 ;λ) =

w(λ) + w(λ1)
λ− λ1

dλ

2w(λ)

− w(λ) + w(λ2)
λ− λ2

dλ

2w(λ)
+

p1(λ)
2w(λ)

dλ,

dΩ(λ(1)
1 ,∞(2);λ) =

w(λ) + w(λ1)
λ− λ1

dλ

2w(λ)
− λg + p2(λ)

2w(λ)
dλ,
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dΩ(∞(1),∞(2);λ) = −λg + p3(λ)
w(λ)

dλ,

где pj ∈ C[λ], deg pj 6 g − 1.
3. Как хорошо известно [30], a-периоды дифференциала ком-

плексной функции Грина связаны с гармоническими мерами
ωj(∞) следующим образом:∮

ak

dG(∞(1),∞(2);λ) = −2πiωk(∞).

Кроме того, из вещественности R вытекает, что все∮
bk

dG(∞(1),∞(2);λ) = 0.

В дальнейшем нам понадобится следующее соотношение ([25],
формула (26)) между дифференциалом dG и a-нормированным
дифференциалом dΩ:

dG + 2πi

g∑
j=1

ωj(∞) dΩj + dΩ = 0. (A.3)

Справедливость (A.3) следует непосредственно из того, что сле-
ва в этой формуле стоит голоморфный абелев дифференциал с
нулевыми a-периодами.

Рассеченная риманова поверхность R̃ получается из R про-
ведением сечений по базисным циклам ak,bk, k = 1, . . . , g, по-
верхности: R̃ = R \

(⋃g
k=1 ak ∪

⋃g
k=1 bk

)
; R̃ связна (переход с

одного листа на другой осуществляется через Γg+1) и односвяз-
на. Для b-периодов a-нормированного абелева дифференциала
dΩ(λ1,λ2;λ) справедливо следующее соотношение Римана [32]:∫

bk

dΩ(λ1,λ2; ζ) = −2πi

∫ λ2

λ1

dΩk(ζ)

= 2πi
(
Ωk(λ1)− Ωk(λ2)

)
, k = 1, . . . , g, (A.4)

где интеграл берется по произвольному пути, соединяющему точ-
ки λ1 и λ2 и лежащему в R̃. Используя (A.4), вычислим (нулевые)
b-периоды левой части (A.3). Получим следующее соотношение∫ ∞(2)

∞(1)
dΩk =

g∑
j=1

ωj(∞)Bkj , k = 1, . . . , g.
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Откуда вытекает равенство

2Ωk(∞(2)) = −2Ωk(∞(1)) =
g∑

j=1

ωj(∞)Bkj , k = 1, . . . , g (A.5)

(напомним, что Ωk(e2g+2) = 0 в R̃).
Формула (A.3) допускает следующее обобщение для x ∈ R \ S

dG(x(1), x(2), ζ)+2πi

g∑
j=1

ωj(x) dΩj(ζ)+dΩ(x(1), x(2), ζ) = 0, (A.6)

где dG(x(1), x(2), ζ) – нормальный абелев дифференциал с чи-
сто мнимыми периодами и с двумя простыми полюсами в точ-
ках x(1) и x(2), имеющий в них вычеты −1 и +1 соответ-
ственно, dΩ(x(1), x(2), ζ) – a-нормированный абелев дифферен-
циал с двумя простыми полюсами в точках x(1) и x(2), имею-
щий вычеты в них +1 и −1 соответственно. Функция u(λ;x) :=

Re
∫ λ

e2g+2

dG(x(1), x(2), ζ) однозначна на R и при λ = λ(1) справед-

ливо равенство u(λ;x) = g(λ, x), где g(λ, x) = gD(λ, x) – функция
Грина области D с особенностью в точке λ = x. Тем самым, g(λ, x)
продолжается на всю R как однозначная гармоническая функция
в R \ {x(1), x(2)}.

Как известно (см., например, [31], формула (1.5)) справедли-
во следующее правило перестановки пределов интегрирования с
параметрами для a-нормированного дифференциала:∫ z2

z1

dΩ(λ1,λ2; ζ) =
∫ λ2

λ1

dΩ(z1, z2; ζ) (mod 2πi), (A.7)

где пути интегрирования лежат в R̃.
Наконец, имеет место следующая связь между гармонически-

ми мерами ωk(λ) отрезков ∆k, k = 1, . . . , g, и абелевыми интегра-
лами Ωj(λ), j = 1, . . . , g:

g∑
k=1

Bkjωk(λ) = −2i Im Ωj(λ(1)), λ ∈ D, (A.8)

или, эквивалентно,

ωk(λ) = −2 Re
g∑

j=1

BkjΩj(λ(1)), λ ∈ D,
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где ‖Bkj‖k,j=1,...,g = B−1 (ср. [22], формула (26)). Действитель-
но, все периоды абелева интеграла Ωj в области D – веществен-
ные. Тем самым, правая часть (A.8) – однозначная гармониче-
ская функция в D. Так как величины Bkj чисто мнимые, то как
нетрудно увидеть, эта правая часть принимает на отрезках ∆k,
k = 1, . . . , g, значения, равные Bkj , и нулевое значение – на отрез-
ке ∆g+1. Точно также, очевидно, ведет себя и левая часть (A.8).

4. Дивизором d на римановой поверхности R будем называть
формальный символ d = ν1λ1 + ν2λ2 + · · · + νmλm, где λj ∈ R,
νj ∈ Z; |d| = ν1 + · · · + νg – степень дивизора d; если точки λj

попарно различны и все νj > 0, то дивизор d – целый. Произволь-
ной функции F , мероморфной на R (тем самым, F ∈ C(λ, w), т.е.
F = r1(λ) + r2(λ)w(λ), где r1, r2 ∈ C(λ) – рациональные функ-
ции переменной λ), сопоставим дивизор (F ) ее нулей и полюсов:
(F ) = ν1λ1 + · · · + ν`λ` − µ1ζ1 − · · · − µmζm, где λj , ζj ∈ R –
соответственно нули и полюсы F , а νj , µj > 0 – их кратности; та-
кие дивизоры называются главными. По теореме Абеля дивизор
d = ν1λ1 + · · ·+ν`λ`−µ1ζ1−· · ·−µmζm – главный тогда и только
тогда, когда |d| = 0 и для всех k = 1, . . . , g

∑̀
j=1

νjΩk(λj)−
m∑

j=1

µjΩk(ζj) = 0 (mod периодов)

(пути интегрирования здесь – одни и те же для всех k). Два це-
лых дивизора d1 и d2 эквивалентны, если их разность d1 − d2 –
главный дивизор. Эквивалентные дивизоры и только они явля-
ются решением проблемы обращения Якоби для одного и того
же вектора v из Jac R. Дивизор d = ν1λ1 + · · · + νmλm – специ-
альный, если соответствующая проблема обращения Якоби имеет
не единственное решение; тем самым, он имеет (нетривиальные)
эквивалентные ему дивизоры.

Известно (см., например, [31] и [33]), что два целых дивизора
степени g, d1 = λ1 + · · · + λg и d2 = ζ1 + · · · + ζg, заданных на
гиперэллиптической римановой поверхности рода g, эквивалент-
ны тогда и только тогда, когда d1 = t

(1)
1 + t

(2)
1 + · · ·+ t

(1)
2m + t

(2)
2m +

λ2m+1+ · · ·+λg, d2 = τ
(1)
1 +τ

(2)
1 + · · ·+τ

(1)
2m +τ

(2)
2m +λ2m+1+ · · ·+λg,

m 6 g/2. Тем самым, имеется полное описание специальных ди-
визоров степени g. Непосредственно отсюда вытекает следующее
свойство отображения Абеля A : SgR → Jac R. Пусть U ⊂ SgR
– множество, устроенное следующим образом: U представляет
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собой (неупорядоченное) произведение g непересекающихся ком-
пактов Uj в D(1), Uj ∩Uk = ∅ при j 6= k. Тогда A−1(A(U )) = U
и ограничение A на U – биекция. Сказанное справедливо, в част-
ности, для случая, когда U = L1 × · · · × Lg.

5. Предположим, что на R \Γ задана (кусочно) мероморфная
функция F (λ), имеющая полюсы только в бесконечно удаленных
точках λ = ∞(1) и λ = ∞(2) каждый порядка 6 g, предельные
“некасательные” значения которой на Γ существуют и удовлетво-
ряют условию:

F+(ζ)− F−(ζ) = V (ζ), ζ ∈ Γ, (A.9)

где функция V голоморфна на Γ как функция переменных λ и
w. Тогда с помощью мероморфного абелева дифференциала

dΩ(ζ;λ) =
w(ζ) + w(λ)

ζ − λ

dζ

2w(ζ)
, (A.10)

где дифференцирование – по первому аргументу ζ, функция F (λ)
восстанавливается по граничным условиям (A.9) интегралом ти-
па Коши:

F (λ) = − 1
2πi

∫
Γ+

V (ζ) dΩ(ζ;λ) + p(λ), λ /∈ Γ, (A.11)

где p(λ) – некоторый многочлен, deg p 6 g, а контур Γ+ ориенти-
рован положительно относительно области D(1): область остается
слева при обходе по контуру.

Действительно, легко проверяются следующие свойства диф-
ференциала (A.10):

1
2πi

∫
Γ+

P (ζ) dΩ(ζ;λ) =

{
−P (λ)/2, λ ∈ D(1),

P (λ)/2, λ ∈ D(2),

где P – произвольный полином, deg P 6 g; дифференциал
dΩ(ζ;λ) имеет полюсы только в точках λ,∞(1),∞(2) с вычета-
ми соответственно 1, −1/2, −1/2. Если функция V голоморфна
на Γ, то функция

FV (λ) := − 1
2πi

∫
Γ+

V (ζ) dΩ(ζ;λ), λ /∈ Γ,

обладает следующими свойствами:
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1) FV голоморфна в D(1) \ {∞(1)} и D(2) \ {∞(2)};
2) FV (λ) = O(λg) при λ →∞(1) или λ →∞(2);
3) справедлива формула Сохоцкого–Племеля

F±V (ζ0) = ±1
2
V (ζ0)−

1
2πi

∫
Γ+

V (ζ) dΩ(ζ; ζ0),

где ζ0 ∈ Γ, а последний интеграл понимается в смысле главного
значения;

4) F+
V (ζ0)− F−V (ζ0) = V (ζ0), ζ0 ∈ Γ.

Рассмотрим разность v(λ) = F (λ) − FV (λ). В силу (A.9) и
свойства 4) эта функция продолжается на всю R как мероморф-
ная функция, т.е v ∈ C(λ, w), а следовательно, имеет вид v(λ) =
r1(λ)+r2(λ)w(λ), r1, r2 ∈ C(λ). Так как v может иметь полюсы по-
рядка 6 g и только в точках ∞(1) и ∞(2), то rj = pj ∈ C[z]. Следо-
вательно, v(λ) = p1(λ)+p2(λ)w(λ). Учитывая, что |w(λ)| ∼ |λ|g+1

при λ →∞(1),∞(2), получаем p2 ≡ 0, deg p1 6 g. Формула (A.11)
доказана.

Отметим наконец, что при ζ = ζ(1), λ = λ(1) или ζ = ζ(2),
λ = λ(2) для дифференциала (A.10) имеем

dΩ(ζ(1);λ(1)) = dΩ(ζ(2);λ(2)) =

√
h(ζ) +

√
h(λ)

ζ − λ

dζ

2
√

h(ζ)
;

а при ζ = ζ(2), λ = λ(1)

dΩ(ζ(2);λ(1)) =

√
h(ζ)−

√
h(λ)

ζ − λ

dζ

2
√

h(ζ)
, (A.12)

т.е. в этом случае при ζ = λ дифференциал особенности не имеет.
Кроме того, под действием операции инволюции λ∗ = (λ,∓w)
при λ = (λ,±w) дифференциал (A.10) преобразуется следующим
образом: dΩ(ζ∗,λ) = dΩ(ζ,λ∗). Следовательно,

dΩ(ζ(1), λ(2)) = dΩ(ζ(2), λ(1)) =

√
h(ζ)−

√
h(λ)

ζ − λ

dζ

2
√

h(ζ)
. (A.13)

Приложение B. Доказательство существования
и вывод явных формул для Ψ-функции

Единственность. Для доказательства единственности реше-
ния задачи (R) предположим, что существуют два решения этой
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задачи: Ψ с дивизором свободных нулей d = λ1 + · · · + λg и
Ψ̃ с дивизором свободных нулей d̃ = λ̃1 + · · · + λ̃g. Так как
λj , λ̃j ∈ Lj , то каждый из дивизоров d и d̃ – неспециальный.
Функция F (λ) := Ψ(λ)/Ψ̃(λ) – однозначная мероморфная функ-
ция на всей римановой поверхности R с дивизором (F ) = d− d̃ =
λ1 + · · · + λg − λ̃1 − · · · − λ̃g. Из приведенного в п. 4 приложе-
ния A свойства эквивалентных дивизоров, заданных на гипер-
эллиптической римановой поверхности, вытекает, что λj = λ̃j ,
j = 1, 2, . . . , g, тем самым, (F ) = 0 и F ≡ const.

Существование. Доказательство существования Ψ-функции
проведем по следующей схеме. Предположив сначала, что все
λj ∈ (e2j , e2j+1), найдем явный вид этой функции в терминах абе-
левых интегралов на R. После чего можно непосредственно про-
верить, что найденная функция является решением задачи (R),
а явная формула дает искомое решение задачи и в случае, когда
хотя бы одна точка λj совпадает с концом лакуны e2j или e2j+1.
При этом окажется, что точки λ1, . . . ,λg удовлетворяют пробле-
ме обращения Якоби (A.2) с правой частью, имеющей специаль-
ный вид. Будет показано, такая специальная задача всегда имеет
единственное решение притом такое, что все λj ∈ [e2j , e2j+1].

1. Итак, пусть Ψ – решение задачи (R), причем такое, что все
λj ∈ (e2j , e2j+1). Положим v(λ) := Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)). Нетрудно уви-
деть, что эта функция продолжается на всю Ĉ как (однозначная)
мероморфная функция с полюсом порядка g в точке λ = ∞ и ну-
лях в точках λ1, . . . , λg. Следовательно, v(λ) – полином степени g,

точнее v(λ) ≡ const
g∏

j=1

(λ − λg), где const 6= 0. Для последующих

рассуждений удобно считать, что const = 1, тем самым,

Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) ≡
g∏

j=1

(λ− λg). (B.1)

Этим соотношением Ψ-функция определена однозначно с точ-
ностью до знака ±. В дальнейшем мы уточним выбор знака.

Отметим, что фактически Xg(λ) =
g∏

j=1

(λ − λj) является неиз-

вестным “полиномиальным параметром” задачи. Для функции
Ψ(λ) = Ψ(λ(1)) на S =

⊔g+1
j=1 ∆j выполняется следующее краевое
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условие8:

ρ(x)Ψ+(x)Ψ−(x) =
g∏

j=1

(x− λj), x ∈ S. (B.2)

Действительно, пусть λ → x ∈ ∆j , j ∈ {1, . . . , g + 1}, причем,
Im λ > 0. Тогда Ψ(λ(1)) → Ψ+(x) и, в силу краевого условия
ρ(x)Ψ+(x) = Ψ−(x), x ∈ Γ, имеем: Ψ(λ(2)) → ρ(x)Ψ−(x). Те-
перь (B.2) вытекает непосредственно из (B.1).

2. Рассмотрим a-нормированные абелевы дифференциалы
третьего рода dΩ(∞(1),λj ;λ), j = 1, . . . , g, и dΩ(∞(1),∞(2);λ).
Непосредственно из явного представления (см. приложение A,
п. 2) для таких абелевых дифференциалов вытекает, что

dΩ(∞(1),λj ;λ) = −w(λ) + w(λj)
λ− λj

dλ

2w(λ)

− (λg + p(λ))
dλ

2w(λ)
,

dΩ(∞(1),∞(2);λ) = − (λg + q(λ))
dλ

2w(λ)
,

(B.3)

где p, q – полиномы степени 6 g − 1. На R \ Γ дифференциа-
лы (B.3) имеют периоды, кратные 2πi. Следовательно, абелевы
интегралы

Ω(∞(1),λj ;λ) =
∫ λ

e2g+2

dΩ(∞(1),λj ; ζ), j = 1, . . . , g,

Ω(∞(1),∞(2);λ) =
∫ λ

e2g+2

dΩ(∞(1),∞(2); ζ),

где интегрирование ведется по кривым, целиком лежащим или в
D(1), или в D(2), однозначны по модулю 2πi на R \Γ. Тем самым
функции

F1(λ) = exp
{
Ω(∞(1),∞(2);λ)

}
F2(λ) = exp

{ g∑
j=1

Ω(∞(1),λj ;λ)
}

(B.4)

8В классическом случае g = 0 непосредственно из этого краевого условия
уже вытекает нужное представление функций Ψ.
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– однозначные (кусочно) мероморфные функции при λ ∈ R \ Γ,
для дивизоров которых имеем: (F1) = ∞(1)−∞(2), (F2) = g∞(1)−
λ1 − · · · − λg; кроме того, F1(e2g+2) = F2(e2g+2) = 1. Таким обра-
зом, функция F3(λ) = Fn−g

1 (λ)F2(λ) мероморфна в R \Γ и диви-
зор (F3) = −(Ψ). Следовательно, функция F (λ) = Ψ(λ)F3(λ) =
Ψ(λ)Fn−g

1 (λ)F2(λ) голоморфна и не имеет нулей в R \ Γ.
Предположим теперь, что λ = λ(1), и найдем явное представ-

ление функции Ψ(λ(1)).
Непосредственно из представлений (B.3) вытекает, что при

x ∈ S выполняются следующие краевые условия:

dΩ+(∞(1),∞(2);x) + dΩ−(∞(1),∞(2);x) = 0,

dΩ+(∞(1),λj ;x) + dΩ−(∞(1),λj ;x) = − dx

x− λj
.

Тем самым, для функций F1 и F2 имеем:

F+
1 (x)F−1 (x) = C1,k,

F+
2 (x)F−2 (x) =

C2,k
g∏

j=1

(x− λj)
, x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g + 1,

где постоянные равны: C1,g+1 = 1,

C1,k = exp
{
−
∫
bk

dΩ(∞(1),∞(2); ζ)
}

,

C2,k = C2,g+1 · exp
{
−
∫
bk

g∑
j=1

dΩ(∞(1),λj ; ζ)
}

,

k = 1, . . . , g,

а C2,g+1 =
g∏

j=1

(e2g+2−λj). Отсюда вытекают краевые условия для

функции F3 = Fn−g
1 F2:

F+
3 (x)F−3 (x) =

Ck
g∏

j=1

(x− λj)
, x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g + 1,

где постоянные

Ck = Cg+1 exp
{
−(n− g)

∫
bk

dΩ(∞(1),∞(2); ζ)
}

× exp
{
−
∫
bk

g∑
j=1

dΩ(∞(1),λj ; ζ)
}

, k = 1, . . . , g, (B.5)
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а Cg+1 =
g∏

j=1

(e2g+2 − λj).

3. Воспользуемся теперь граничным условием ρ(ζ)Ψ+(x) =

Ψ−(x), x ∈ Γ, и равенством Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) =
g∏

j=1

(λ−λj) при λ ∈ D.

Из этих соотношений получаем ρ(x)Ψ+(x)Ψ−(x) =
g∏

j=1

(x − λj),

x ∈ S.
Положим f1(λ) := F (λ(1)) = Ψ(λ(1))F3(λ(1)). Тогда функция

f1(λ) голоморфна и отлична от нуля в области D и для нее вы-
полняются следующие краевые условия:

f+
1 (x)f−1 (x) = Ψ+(x)Ψ−(x)F+

3 (x)F−3 (x)

=

g∏
j=1

(x− λj)

ρ(x)
Ck

g∏
j=1

(x− λj)
=

Ck

ρ(x)
,

x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g + 1,

где постоянные Ck заданы соотношениями (B.5). Функция
u1(λ) = log f1(λ) определена при всех λ ∈ D, но вообще го-
воря многозначна в D; ее многозначность обусловлена только
многосвязностью D, а периоды – целые кратные 2πi. Ясно, что
при надлежащем выборе целых чисел mj , j = 1, . . . , g, функция

2πi
g∑

j=1

mjΩj(λ) имеет те же периоды, что и функция u1. Тем са-

мым, для функции

u2(λ) = u1(λ)− 2πi

g∑
j=1

mjΩj(λ)

имеем:
(i) u2(λ) – голоморфная функция в D;
(ii) на S выполняются краевые условия:

u+
2 (x) + u−2 (x) = − log ρ(x) + cg+1 + 2πing+1, x ∈ ∆g+1,

u+
2 (x) + u−2 (x) = − log ρ(x) + ck + 2πink + 2πi

g∑
j=1

mjBkj ,

x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g,
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где (см. (B.5)), cg+1 = log Cg+1,

ck = log Ck = cg+1 +
{
−(n− g)

∫
bk

dΩ(∞(1),∞(2); ζ)
}

+
{
−
∫
bk

g∑
j=1

dΩ(∞(1),λj ; ζ)
}

, k = 1, . . . , g; (B.6)

в дальнейшем (см. ниже п. 5) будет показано, что при условии
λj ∈ [e2j , e2j+1] все nk = ng+1, k = 1, . . . , g. В таком случае для
функции u3(λ) = u2(λ)/w(λ), голоморфной в D и имеющей в точ-
ке λ = ∞ нуль кратности g+1, выполняются следующие краевые
условия

u+
3 (x)− u−3 (x) = − log ρ(x)

w+(x)
+

cg+1

w+(x)
+

2πing+1

w+(x)
,

x ∈ ∆g+1,

u+
3 (x)− u−3 (x) = − log ρ(x)

w+(x)
+

ck

w+(x)
+

2πink

w+(x)

+ 2πi

g∑
j=1

mjBkj

w+(x)
, x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g,

(B.7)

Функция u3(λ) восстанавливается в области D по этим краевым
условиям интегралом типа Коши, а нужная кратность нуля этого
интеграла в бесконечно удаленной точке достигается при выпол-
нении g условий ортогональности:

− 1
πi

∫
S

log ρ(x)
x`−1

w+(x)
dx

+
g+1∑
k=1

(
ck

1
πi

∫
∆k

x`−1

w+(x)
dx + 2nk

∫
∆k

x`−1

w+(x)
dx

)

+
g∑

k=1

g∑
j=1

2mjBkj

∫
∆k

x`−1

w+(x)
dx =0, ` = 1, . . . , g.

Заменяя в левой части последней формулы дифференциалы
x`−1dζ/w(x) на нормированные дифференциалы dΩ` и пользуясь
тем, что∫

∆k

dΩ+
` =

1
2
δk`,

∫
∆g+1

dΩ+
` = −1

2
, k, ` = 1, . . . , g,
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получаем

1
πi

∫
S

log ρ(x) dΩ+
` (x)

=
1

2πi
(c` − cg+1) + (n` − ng+1) +

g∑
j=1

mjB`j

=
1

2πi
(c` − cg+1) (mod периодов), ` = 1, . . . , g. (B.8)

Воспользуемся теперь в очередной раз соотношением Рима-
на (A.4) и преобразуем выражение (B.6) к виду:

c` = cg+1 + 2πi

{ g∑
j=1

∫ λj

∞(1)
dΩ`(ζ) + (n− g)

∫ ∞(2)

∞(1)
dΩ`(ζ)

}
. (B.9)

Наконец, из (B.8) и (B.9) получаем

g∑
j=1

∫ λj

∞(1)
dΩ`(ζ)

=
1
πi

∫
S

log ρ(ζ) dΩ+
` (ζ)− (n− g)

∫ ∞(2)

∞(1)
dΩ`(ζ)

− (n` − ng+1)−
g∑

j=1

mjB`j

≡ 1
πi

∫
S

log ρ(ζ) dΩ+
` (ζ)

− (n− g)
∫ ∞(2)

∞(1)
dΩ`(ζ), ` = 1, . . . , g. (B.10)

Займемся теперь преобразованием к нужному виду последнего
интеграла в выражении (B.10).

4. Хорошо известна ([30, § 4, (4.3)]) следующая формула
для a-периодов дифференциала комплексной функции Грина:∮
ak

dG(ζ) = −2πiωk(∞), где ωk(∞), k = 1, . . . , g, – гармониче-

ская мера k-го отрезка ∆k относительно области D в бесконечно

удаленной точке, ωk(∞) > 0,
g+1∑
k=1

ωk(∞) = 1. Непосредственно из
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этой формулы для a-периодов дифференциала dG(ζ) вытекает,
что справедливо следующее тождество:

dG(ζ) + 2πi

g∑
k=1

ωk(∞) dΩk(ζ) + dΩ(∞(1),∞(2); ζ) = 0. (B.11)

Действительно, слева в последней формуле стоит голоморфный
абелев дифференциал, все a-периоды которого равны нулю; сле-
довательно, этот дифференциал равен нулю тождественно. Вы-
числяя теперь (нулевые) b- периоды этого дифференциала и поль-
зуясь соотношением Римана (A.4), получим (напомним, что инте-
грирование ведется по путям, лежащим в рассеченной римановой
поверхности)∫ ∞(2)

∞(1)
dΩj(ζ) =

1
2πi

∮
bj

dG(ζ) +
g∑

k=1

ωk(∞)Bkj , j = 1, . . . , g,

где в силу того, что все ej ∈ R, имеем
∮
bj

dG(ζ) = 0. Тем самым,

∫ ∞(2)

∞(1)
dΩj(ζ) =

g∑
k=1

ωk(∞)Bkj , j = 1, . . . , g.

Следовательно, x-координаты вектора vj =
∫ ∞(2)

∞(1)
dΩj(ζ), j =

1, . . . , g, в многообразии Якоби Jac R равны 0, а y-координаты
равны ωj(∞) ∈ (0, 1), j = 1, . . . , g. Соответственно, вектор с

компонентами vj(n) = (n − g)
∫ ∞(2)

∞(1)
dΩj(ζ) имеет нулевые x-

координаты и y-координаты, равные {(n−g)ωj(∞)}; здесь и ниже
{ · } обозначает дробную часть числа. Из (B.10) вытекает, что

g∑
j=1

∫ λj

∞(1)
dΩ`(ζ) =

i

π

∫
S

log ρ(x) dΩ+
` (x)−

g∑
j=1

(n− g)ωj(∞)B`j

− (n` − ng+1)−
g∑

j=1

mjB`j

=
i

π

∫
S

log ρ(x) dΩ+
` (x)−

g∑
j=1

θj(n)B`j − (n` − ng+1) ≡
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≡ i

π

∫
S

log ρ(ζ) dΩ+
` (ζ)

−
g∑

j=1

{(n− g)ωj(∞)}B`j , ` = 1, . . . , g, (B.12)

где θk = θk(n) = `k(n) + {(n − g)ωk(∞)}, причем целые числа
`k(n) ∈ Z равномерно ограничены при n → ∞. Последнее свой-
ство вытекает из того, что левая часть (B.12) равномерно ограни-
чена при n →∞, так как λj ∈ [e2j , e2j+1], а n` = ng+1, ` = 1, . . . , g.
Из (B.12) в силу (A.5) и соотношения∫ e2g+2

∞(1)

dΩ` =
1
2

g∑
j=1

ωj(∞)Bj`

получаем
g∑

j=1

Ωk(λj) =
i

π

∫
S

log ρ(x) dΩ+
` (x)−

g∑
j=1

(n− g + 1
2 )ωj(∞)B`j

− (n` − ng+1)−
g∑

j=1

mjB`j

≡ i

π

∫
S

log ρ(ζ) dΩ+
` (ζ)−

g∑
j=1

{(n− g + 1
2 )ωk(∞)}Bkj ,

(напомним, что начальная точка интегрирования дифференциа-
лов равна e2g+2) Это и есть та проблема обращения Якоби, кото-
рую мы имели ввиду в п. 3 § 2 (ср. с [35]). Доказательство суще-
ствования при каждом n решения этой задачи при условии, что
функция µ̂ – марковская, т.е. iρ(x)/w+(x) = ρ(x)/

√
−h(x) > 0

на S, а решение ищется такое, что все λj ∈ [e2j , e2j+1], будет
дано ниже в п. 5; при этом будет показано, что все n` = ng+1,
` = 1, . . . , g. Предположим пока, что при n ∈ N существует реше-
ние задачи (B.12), притом такое, что все λj лежат внутри соот-
ветствующих лакун. Продолжим при этом условии вывод явной
формулы для функции Ψ(λ(1)).

Запишем формулы (B.7) для скачка функции u3(x) в следую-
щем виде

u+
3 (x)− u−3 (x) = − log ρ(x)

w+(x)
+

cg+1

w+(x)
+

2πing+1

w+(x)
, x ∈ ∆g+1,
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u+
3 (x)− u−3 (x) = − log ρ(x)

w+(x)
+

cg+1

w+(x)
+

2πing+1

w+(x)
+

ck − cg+1

w+(x)

+
2πi(nk − ng+1)

w+(x)
+

g∑
j=1

2πimjBkj

w+(x)
,

x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g.

Первая часть (B.8) – это точное равенство, поэтому последние
краевые условия приводятся к виду

u+
3 (x)− u−3 (x) = − log ρ(x)

w+(x)
+

cg+1

w+(x)
+

2πing+1

w+(x)
, x ∈ ∆g+1,

u+
3 (x)− u−3 (x) = − log ρ(x)

w+(x)
+

cg+1

w+(x)
+

2πing+1

w+(x)
+

vk

w+(x)
,

x ∈ ∆k, k = 1, . . . , g,

(B.13)

где vk = 2
∫

S

log ρ(t) dΩ+
k (t). Непосредственно из (B.13) вытекает

следующее представление для функции u3:

u3(λ) =
1

2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(x− λ)w+(x)
+

cg+1

2w(λ)
+

πing+1

w(λ)
+ v(λ),

где

v(λ) =
g∑

j=1

vj

2πi

∫
∆j

dx

(λ− x)w+(x)
,

а ecg+1 = Cg+1 =
∏g

j=1(e2g+2 − λj). Отсюда получаем

u2(λ) = w(λ)u3(λ)

=
w(λ)
2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(x− λ)w+(x)
+

cg+1

2
+ πing+1 + v(λ)w(λ).

Так как u1(λ) = u2(λ) + 2πi
g∑

j=1

mjΩj(λ), то для функции f1(λ)

имеем:

f1(λ)=eu1(λ) =exp
{

w(λ)
2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(x− λ)w+(x)
+

cg+1

2
+ πing+1

+ v(λ)w(λ) + 2πi

g∑
j=1

mjΩj(λ)
}

, (B.14)
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где ecg+1/2 =
√

Cg+1 =

√
g∏

j=1

(e2g+2 − λj) > 0. Нормировкой

Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) =
g∏

j=1

(λ − λj) функция Ψ определяется однознач-

но с точностью до сомножителя ±1, этому факту соответствует
величина exp{πing+1} в представлении (B.14). Тем самым, в даль-
нейшем мы можем считать, что ng+1 = 0.

Проинтегрируем теперь (тождественно нулевой) дифференци-
ал, стоящий в левой части формулы (B.11), по пути, ведущему от
точки e2g+2 до произвольной точки λ ∈ R и лежащему в рассе-
ченной римановой поверхности R̃. Получим следующее равенство

Ω(∞(1),∞(2);λ) = −G(λ,∞)− 2πi

g∑
j=1

ωj(∞)Ωj(λ). (B.15)

Напомним, что f1(λ) = F (λ(1)) = Ψ(λ(1))F3(λ(1)), где F3 =
Fn−g

1 F2, а функции F1 и F2 заданы (B.4). Учитывая (B.4)
и (B.15), получаем из (B.14) следующее представление для функ-
ции Ψ(λ(1)), справедливое при условии, что все λj ∈ (e2j , e2j+1):

Ψ(λ(1)) = e(n−g)G(λ,∞) exp
{
−

g∑
j=1

Ω(∞(1),λj ;λ(1))
}

× exp
{

w(λ)
2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(x− λ)w+(x)
+

cg+1

2
+ v(λ)w(λ)

}
× exp

{
2πi

g∑
j=1

(
(n− g)ωj(∞) + mj

)
Ωj(λ(1))

}

= Φn−g(λ) exp
{ g∑

j=1

Ω(λj ,∞(1);λ(1))
}
×

× exp
{

w(λ)
2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(x− λ)w+(x)
+

cg+1

2
+ v(λ)w(λ)

}
× exp

{
2πi

g∑
j=1

θj(n)Ωj(λ(1))
}

, (B.16)

где Φ(λ) = eG(λ,∞) – (многозначная) отображающая функция,
где θk = θk(n) = `k(n) + {(n − g)ωk(∞)}, целые числа `k(n) ∈ Z
равномерно ограничены при n →∞.
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Положим теперь f2(λ) = F (λ(2)) = Ψ(λ(2))F3(λ(2)). Нетруд-
но видеть, что для функции Ψ2(λ) = Ψ(λ(2)), λ ∈ D, выполняется
краевое условие: Ψ+

2 (x)Ψ−2 (x) = ρ(x)Xg(x), x ∈ S (ср. с (B.2)). Ис-
пользуя это краевое условие нетрудно доказать, что для функции
f2, голоморфной и отличной от нуля в области D, выполняется
равенство f2(λ) = 1/f1(λ), λ ∈ D. Отсюда уже легко вытекает
следующее представление для Ψ-функции при λ = λ(2):

Ψ(λ(2))= e(g−n)G(λ,∞) exp
{
−

g∑
j=1

Ω(∞(1),λj ;λ(2))
}

× exp
{

w(λ)
2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(λ− x)w+(x)
− cg+1

2
− v(λ)w(λ)

}
× exp

{
2πi

g∑
j=1

(
(n− g)ωj(∞) + mj

)
Ωj(λ(2))

}

=
1

Φn−g(λ)
exp
{ g∑

j=1

Ω(λj ,∞(1);λ(2))
}

× exp
{

w(λ)
2πi

∫
S

log ρ(x) dx

(λ− x)w+(x)
− cg+1

2
− v(λ)w(λ)

}
× exp

{
2πi

g∑
j=1

θj(n)Ωj(λ(2))
}

. (B.17)

Подведем итог. Мы показали, что при условии λj ∈ (e2j , e2j+1),
j = 1, . . . , g, существование решения задачи (R) эквивалентно то-
му, что точки λ1, . . . ,λg являются решением проблемы обраще-
ния Якоби (B.12) со специальной правой частью и одновремен-
но нашли явное представление (B.16)–(B.17) функции Ψ(λ) для

λ ∈ R \ Γ и при нормировке Ψ(λ(1))Ψ(λ(2)) =
g∏

j=1

(λ− λj). Теперь

уже нетрудно проверить непосредственно, что эти явные форму-
лы сохраняют смысл, если при некотором k ∈ {1, . . . , g} точка λk

совпадает с одним из концов k-й лакуны Lk. Каждую такую точку
λk будем считать как нулем предельного значения Ψ+(x), так и
нулем предельного значения Ψ−(x), x ∈ Γ. При этом соглашении
кусочно мероморфная на R функция (B.16)–(B.17) дает решение
задачи (R) в общем случае. Отметим, что так как вес ρ – голо-
морфная на Γ функция, то как функция Ψ(λ(1)), λ(1) ∈ D(1), так
и функция Ψ(λ(2)), λ(1) ∈ D(2) голоморфно продолжаются через
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Γ на другой лист римановй поверхности. Так как, вообще говоря,
ρ 6≡ 1, то на Γ эти два голоморфных продолжения не совпадают.

Отметим, что классическому случаю g = 0 и S = [−1, 1] соот-
ветствуют F (λ) ≡ 1 и

D(λ; ρ) = exp{A(λ(1); ρ)} = exp
{√

λ2 − 1
2π

∫ 1

−1

log ρ(x)
λ− x

dx√
1− x2

}
– классическая функция Сегё. Случай, когда S есть объединение
непересекающихся интервалов вещественной оси, а вес ρ такой,
что iρ/

√
h > 0 и выполняются условия ортогональности∫

S

log ρ(x) dΩ+
k (x) = 0, k = 1, . . . , g,

рассматривался Ахиезером [34]–[36], который для такого веса
ввел оператор

exp
{√

h(λ)
2π

∫
S

log ρ(x)
λ− x

dx√
−h(x)

}
.

5. Докажем теперь, что если вес ρ – марковский, т.е.
ρ(x)/

√
−h(x) > 0 на S, то проблема обращения Якоби (B.12) все-

гда имеет решение λ1, . . . ,λg такое, что все λj ∈ [e2j , e2j+1]. Так
как такой дивизор λ1 + · · ·+ λg неспециальный, то отсюда сразу
получим, что это решение единственно.

Итак, пусть все λj ∈ [e2j , e2j+1]. Нетрудно видеть, что при
этом условии∫ λj

∞(1)
dΩ+

` (ζ) =
1
2

g∑
k=1

ωk(∞)B`k +
1
2
− 1

2
Bj` −

1
2
θ`j +

∫ λj

e2j

dΩ`,

(B.18)
где

θ`j =
g∑

k=j+1

δ`k =

{
1, ` > j,

0, ` 6 j,

g∑
j=1

θ`j = `− 1, 1 6 ` 6 g,

а путь интегрирования в последнем интеграле берется на первом
листе по части отрезка [e2j , e2j+1], если λj = λ

(1)
j , и – на втором
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листе, если λj = λ
(2)
j . Следовательно, из (B.18) получаем

g∑
j=1

∫ λj

∞(1)
dΩ+

` (ζ)

=
g

2

g∑
k=1

ωk(∞)B`k +
g

2
− 1

2

g∑
j=1

Bj` −
1
2

g∑
j=1

θ`j +
g∑

j=1

∫ λj

e2j

dΩ`

=
g

2

g∑
k=1

ωk(∞)B`k −
1
2

g∑
j=1

Bj` +
g − ` + 1

2
+

g∑
j=1

∫ λj

e2j

dΩ`.

Так как вес ρ – марковский, то iρ/w+ = ρ(x)/
√
−h(x) > 0 на S.

Тем самым для выбранной выше ветви корня
√

h(λ) (напомним,
что

√
h(λ) > 0 при λ > e2g+2) имеем: arg ρ(ζ) = arg

√
h(ζ)− π/2,

ζ ∈ S; в частности, arg ρ(ζ) = 0 при ζ ∈ ∆g+1. Следовательно,∫
S

log ρ(ζ) dΩ+
` (ζ)

=
∫

S

log |ρ(ζ)| dΩ+
` (ζ) +

g+1∑
k=1

(g + 1− k)πi

∫
∆k

dΩ+
` (ζ)

=
∫

S

log |ρ(ζ)| dΩ+
` (ζ) +

g − ` + 1
2

πi.

Таким образом, система (B.12) эквивалентна следующей системе
относительно точек λj = λj(n), j = 1, . . . , g:

g∑
j=1

∫ λj

e2j

dΩ`(ζ)

= −g

2

g∑
j=1

ωj(∞)B`j +
1
2

g∑
j=1

B`j +
i

π

∫
S

log |ρ(ζ)| dΩ+
` (ζ)−

−
g∑

j=1

(n− g)ωj(∞)B`j − (n` − ng+1)−
g∑

j=1

mjB`j

≡ −g

2

g∑
j=1

ωj(∞)B`j +
1
2

g∑
j=1

B`j

+
i

π

∫
S

log |ρ(ζ)| dΩ+
` (ζ)−

g∑
j=1

{(n− g)ωj(∞)}B`j , (B.19)
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` = 1, . . . , g. Нетрудно видеть, что из условия каноничности бази-
са дифференциалов dΩ` (относительно заданных базисных цик-
лов {aj ,bj}) вытекает, что каждый дифференциал dΩ`(x) веще-
ственнозначен на S и имеет ровно один нуль в каждом интервале
(e2j−1, e2j), j = 1, . . . , g, j 6= `. В лакунах (e2j , e2j+1), j = 1, . . . , g,
эти дифференциалы принимают чисто мнимые значения, отлич-
ные от нуля. Отсюда вытекает, во-первых, что все B`j чисто мни-
мые и, во-вторых, что и левая, и правая части (B.19) также чисто
мнимые. Следовательно, поскольку первая часть (B.19) – точное
равенство, то n`−ng+1 = 0, ` = 1, . . . , g. Так как все точки λj ∈ Lj ,
то левая часть (B.19) равномерно ограничена при n → ∞. Тем
самым, ограничена и правая часть (B.19). Значит, равномерно
ограничены величины 1/2 − mj − (n − g)ωj(∞) − gωj(∞)/2. По-
этому mj = −[(n− g)ωj(∞)]+ m̃j(n), где m̃j(n) ∈ Z – равномерно
ограничены; здесь [ · ] – целая часть числа. Кроме того, матрица
‖B`j‖ невырождена. Следовательно, существуют такие величины
ρ1, . . . , ρg, что все ρj ∈ R и

g∑
j=1

ρjB`j =
i

π

∫
S

log |ρ(ζ)| dΩ+
` (ζ), ` = 1, . . . , g.

Значит, (B.19) записывается в виде:

g∑
j=1

∫ λj

e2j

dΩ`(ζ) =
g∑

j=1

yjB`j (mod периодов), (B.20)

где

yj =
1
2
−mj −

g

2
ωj(∞) + ρj − (n− g)ωj(∞) (mod 1)

=
1
2
− g

2
ωj(∞) +

1
2

+ ρj − (n− g)ωj(∞) (mod 1)

=
1
2
− g

2
ωj(∞) + ρj − {(n− g)ωj(∞)} (mod 1),

(B.21)

yj ∈ [0, 1). В отличие от случая общего отображения Абеля (A.1),
в соотношениях (B.20) точки λ1, . . . ,λg уже упорядочены тем,
что интегрирование ведется от левого края лакуны e2j до со-
ответствующей точки λj и λ1 < · · · < λg. Тем самым, соотно-
шения (B.20) задают отображение вещественного g-мерного тора
Tg = L1 × · · · ×Lg в тор Tg = [0, 1)× · · · × [0, 1). Это отображение
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непрерывно и инъективно, следовательно, оно биективно (см. п. 4
приложения A, а также [37, гл. X]). Тем самым, при любых веще-
ственных yk ∈ [0, 1) система (B.20) имеет (единственное) решение
λ1, . . . ,λg такое, что все λj ∈ Lj .

6. Рассмотрим в Jac R множество точек с координатами

xk = x0
k, yk = τk, k = 1, . . . , g, где τk ∈ [0, 1),

изоморфное g-мерному вещественному тору Tg. Пусть S = S(x0)
– соответствующее ему множество в SgR:

S =
{

d = λ1 + · · ·+ λg :
g∑

j=1

Ωk(λj) ≡ x0
k +

g∑
j=1

τjBkj , τj ∈ [0, 1), k = 1, . . . , g
}

.

Если координаты x0
k дивизора d0 = λ0

1 + · · · + λ0
g таковы, что

всякий дивизор d из S – неспециальный, то каждый дивизор d ∈ S
однозначно определяется заданными τj ∈ [0, 1): d = d(τ1, . . . , τg),
т.е. S также изоморфно Tg. Пусть

S1 = {d ∈ S : τj = y0 + tωj(∞) (mod 1), t ∈ R+, j = 1, . . . , g},
S0 = {d ∈ S : τj = y0 + nωj(∞) (mod 1), n ∈ N, j = 1, . . . , g},

S0 ⊂ S1 ⊂ S; S1 = {d(t) = λ1(t) + · · · + λg(t)} – прямолиней-
ная обмотка тора S, S0 = {d(n) = λ1(n) + · · · + λg(n)} – счетное
множество. Движение дивизора d(t) = λ1(t) + · · · + λg(t) на то-
ре S – квазипериодическое с группой периодов ω1(∞), . . . , ωg(∞)
(см., например, [38], глава 10, § 51). С точки зрения изучения
асимптотического поведения нулей Qn и Rn нас интересует мно-
жество предельных точек S′0. Отметим следующий хорошо из-
вестный факт [38, гл. 10, § 51]: если величины ω1(∞), . . . , ωg(∞)
рационально независимы, то S′1 = S, т.е. траектория S1 дивизора
d(t) всюду плотна в S; если же ω1(∞), . . . , ωg(∞) и 1 рационально
независимы9, то и S′0 = S.

Функции λj = λj(t) – вещественно-аналитические функции
переменной t ∈ R, поэтому для d ∈ S1 получаем:

g∑
j=1

Ω′k(λj)λ̇j =
g∑

j=1

ωj(∞)Bjk, k = 1, . . . , g, (B.22)

9В силу соотношения ω1(∞)+ · · ·+ωg+1(∞) = 1 это условие эквивалентно
тому, что ω1(∞), . . . , ωg+1(∞) рационально независимы.
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где λ̇k = dλk/dt. Рассмотрим (B.22) как линейную систему отно-
сительно λ̇j . Нетрудно видеть, что

det ‖Ω′k(λj)‖ =
const

g∏
j=1

w(λj)
v(λ1, . . . , λg), (B.23)

где const зависит только от точек e1, . . . , e2g+2, V – определитель
Вандермонда от g переменных. Пусть Dk – определитель матри-
цы, полученной из матрицы системы (B.22) заменой k-го столбца
на столбец правых частей. С помощью соотношения (A.5) полу-
чаем:

Dk = const ·
∫ +∞

e2g+2

Vk(λ1, . . . , x, . . . , λg)∏
j 6=k

w(λj)
dx

w(x)
, (B.24)

где const – та же, что и в (B.23), путь интегрирования – луч от
e2g+2 до +∞, Vk – определитель Вандермонда от g переменных, в
котором λk заменено на x. Разрешая теперь систему (B.22) отно-
сительно величин λ̇j и используя только что выведенные форму-
лы (B.23)–(B.24), а также явную формулу для определителя Ван-
дермонда, получаем динамическую систему (26). Система Дубро-
вина [39] (см. также [37], глава VIII, формула (8.2.15))

λ̇k = ±
2
√
−h(λk)∏

j 6=k

(λk − λj)
, k = 1, . . . , g,

описывающая динамику нулей конечно-зонных решений урав-
нения Шрёдингера, получается из (26) заменой сомножителя
(λ − e2g+2) на (λ/e2g+2 − 1) и последующим (формальным) пре-
дельным переходом при e2g+2 →∞.

Положим

~Ω(λ) =
(
Ω1(λ), . . . ,Ωg(λ)

)T
, ~ω(λ) =

(
ω1(λ), . . . , ωg(λ)

)T
,

где λ ∈ D, ωj(λ) = ω(λ;∆j , D). Нетрудно проверить, что справед-
ливо следующее представление

Re
{
B−1~Ω(λ)

}
= −1

2
~ω(λ), λ ∈ D. (B.25)
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С учетом этой формулы соотношения (26) для дивизора d(t) =
λ1(t)+· · ·+λg(t) ∈ S1 переписываются в терминах гармонических
мер так:

g∑
j=1

εjωk(λj) = (g − 2t)ωk(∞) + ρk (mod 2), (B.26)

где εj = ±1 в зависимости от точки λj = (λj ,±), а для величин
ρk справедливо представление

ρk =
1
π

∫
S

log |ρ(ζ)|∂ωk(ζ)
∂n+

ζ

dζ, k = 1, . . . , g;

здесь ∂/∂nζ означает производную по внутренней нормали к гра-
нице области D. В частности, если при переходе от t = n к t = n+1
знаки всех величин εj сохраняются, то имеем

g∑
j=1

εj∆ωk(λj) = −2ωk(∞) (mod 2)

(ср. [29], лемма 3). Соотношения (B.26) означают, что движение
дивизора d(t) = λ1(t)+ · · ·+λg(t) на торе L1×· · ·×Lg происходит
с постоянной “угловой скоростью” (см. ниже п. 7).

Подчеркнем, что здесь фактически доказано, что система
сравнений относительно величин εj = ±1 и λj

g∑
j=1

εjωk(λj) = (g − 2n)ωk(∞)

− 2
π

∫
S

log |ρ(ζ)|∂ωk(ζ)
∂n+

ζ

dζ (mod 2), k = 1, . . . , g,

всегда имеет единственное решение λ1, . . . , λg, притом такое, что
все λj ∈ [e2j , e2j+1].

Соотношение (B.25) приводит к следующей формуле для y-
координат τk, k = 1, . . . , g, дивизора d = λ1 + · · ·+ λg ∈ S:

τk = −1
2

g∑
j=1

εjωk(λj) (mod 1) (B.27)
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и следующей связи между комплексными гармоническими мера-
ми ωk(λ) + iω∗k(λ) и абелевыми интегралами:

Ωj(λ) = −1
2

g∑
k=1

Bkj

(
ωk(λ) + iω∗k(λ)

)
, λ ∈ D.

7. Напомним геометрический смысл гармонической меры (см.,
например, [40]). В этом пункте предполагается, что D – односвяз-
ная ограниченная область в C, граница ∂D которой – аналити-
ческая кривая. Пусть ` = `(ζ1, ζ2) ⊂ ∂D – открытая дуга на ∂D;
см. рис. 2.

Рис. 2. Функция w = Φ(ζ; z) = exp{−G(ζ, z)} отображает кон-
формно и однолистно область D на внутренность единичного кру-
га D : |w| < 1 так, что точка ζ = z переходит в точку w = 0. При
этом по принципу соответствия границ, дуге ` = `(ζ1, ζ2) ⊂ ∂D
соответствует дуга L = L(w2, w1) ⊂ ∂D, wj = exp{−ig∗(ζj , z)}.

Функция ω(z) = ω(z; `,D) – ограниченная гармоническая
функция в области D, предельные значения которой удовлетво-
ряют следующим условиям:

lim
z→ζ

ω(z) =

{
1, ζ ∈ `,

0, ζ ∈ ∂D \ `.
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Зафиксируем точку z ∈ D. Пусть g(ζ, z), ζ ∈ D, – функция Грина
области D с особенностью в точке ζ = z, g∗(ζ, z) – гармонически
сопряженная ей функция, G(ζ, z) = g(ζ, z) + ig∗(ζ, z) – (много-
значная) комплексная функция Грина. Функция w = Φ(ζ; z) =
exp{−G(ζ, z)} отображает конформно и однолистно область D на
внутренность единичного круга D : |w| < 1 так, что точка ζ = z
переходит в точку w = 0. При этом по принципу соответствия
границ, дуге ` ⊂ ∂D соответствует дуга L = L(w2, w1) ⊂ ∂D,
wj = exp{−ig∗(ζj , z)}. Напишем для функции ω(z) формулу Гри-
на:

ω(z) =
1
2π

∫
`

∂g(ζ, z)
∂nζ

dsζ , (B.28)

где ∂/∂nζ – производная по внутренней нормали к `, и восполь-
зуемся тем, что ∂g(ζ, z)/∂nζ = ∂g∗(ζ, z)/∂tζ , где ∂/∂tζ – произ-
водная по касательной к кривой ` в точке ζ, причем вектор каса-
тельной tζ получается из вектора нормали nζ поворотом против
часовой стрелки на угол π/2. Тогда (B.28) примет вид:

ω(z) =
1
2π

∫
`

∂g∗(ζ, z)
∂tζ

dsζ =
g∗(ζ2, z)− g∗(ζ1, z)

2π

=
arg w2 − arg w1

2π
=

ϕ

2π
,

где ϕ = arg w2 − arg w1 – угол, под которым дуга ` “видна” из
точки z.

Рассмотрим теперь случай многосвязной области D, соответ-
ствующий ситуации, когда в носителе меры µ имеется конеч-
ное число g > 1 лакун (αj , βj), j = 1, 2, . . . , g, т.е. suppµ =

[−1, 1] \
g⋃

j=1

(αj , βj). Пусть g(z,∞) = gD(z,∞) – функция Гри-

на области D, g∗(z,∞) – гармонически сопряженная ей функ-
ция, G(z,∞) = g(z,∞) + ig∗(z,∞) – многозначная комплексная
функция Грина. В верхней полуплоскости Π+ : Im z > 0 эта
функция однозначна. Нормируем ее условием g∗(1,∞) = 0. Тогда
g∗(−1,∞) = π и функция w = Φ(z) = exp{−G(z,∞)} отображает
верхнюю полуплоскость Π+ конформно и однолистно на нижний
полукруг K− : |w| < 1, Im w < 0, так, что Φ(1) = 1, Φ(∞) = 0,
Φ(−1) = −1. При этом отрезки ∆j = [βj−1, αj ], j = 1, . . . , g + 1,
где β0 = −1, αg+1 = 1, переходят в дуги `j единичной полуокруж-
ности w = eiϕ, −π 6 ϕ 6 0, а лакуны (αj , βj), j = 1, 2, . . . , g, –
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в радиальные отрезки Ij длины |Ij | < 1, выходящие из концов
соответствующих дуг; см. рис. 3.

Рис. 3. Функция w = Φ(z) = exp{−G(z,∞)} отображает верхнюю
полуплоскость Π+ конформно и однолистно на нижний полукруг
K− : |w| < 1, Im w < 0, так, что Φ(1) = 1, Φ(∞) = 0, Φ(−1) = −1.
При этом отрезки ∆j = [βj−1, αj ], j = 1, . . . , g + 1, где β0 = −1,
αg+1 = 1, переходят в дуги `j единичной полуокружности w =
eiϕ, −π 6 ϕ 6 0, а лакуны (αj , βj), j = 1, 2, . . . , g, – в радиальные
отрезки Ij длины |Ij | < 1, выходящие из концов соответствующих
дуг. Величина j-го угла ϕj равна πωj(∞).

Используя формулу Грина (B.28) для гармонической меры и
соотношение ∂g(ζ,∞)/∂nζ = ∂g∗(ζ,∞)/∂tζ , нетрудно вычислить
величину j-го угла ϕj :

ϕj = g∗(βj−1,∞)− g∗(αj ,∞)πωj(∞), j = 1, . . . , g + 1, (B.29)

где ωj(∞) = ω(∞;∆j , D). Тем самым, длина дуги
g+1⋃

k=j+1

`k равна

θj∗ =
g+1∑

k=j+1

ϕk, j = g, . . . , 0; θ0 = π(ω1(∞) + · · ·+ ωg+1(∞)) = π.

Так как в каждой лакуне (αj , βj) располагается ровно по одно-
му нулю ζj производной комплексной функции Грина, то длины
соответствующих лакунам радиальных отрезков, исходящих из
точек wj = e−θj , j = 1, . . . , g, вычисляются по следующей форму-
ле:

|Ij | = 1− Φ(ζj)eθj = 1− e−g(ζj ,∞) < 1.
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Непосредственно из (B.29) вытекает, что случай равных углов
ϕj в точности соответствует случаю равных гармонических мер
ωj(∞); см. [41].

Приложение C

Задача, рассматриваемая Чебышёвым в [1], состоит в следую-
щем. Пусть некоторая функция F задана на R в конечном (при-
том достаточно большом) числе узлов xj , j = 1, 2, . . . , N . Требует-
ся по значениям Fj = F (xj) в этих узлах построить приближен-
ное представление функции F полиномом фиксированной “ма-
лой” степени n, n � N , которое является в определенном смысле
оптимальным. Оптимальность представления понимается как ми-
нимизация среднеквадратичного уклонения значений полинома в
узлах xj от значений функции Fj , притом – с некоторыми неотри-
цательными весами θ2

j > 0, θ2
1 + · · ·+ θ2

N = 1, заданными в точках
xj . Поставленная задача была решена Чебышёвым следующим
образом. Рассмотрим марковскую функцию10 (ср. с (1))

f(λ) =
N∑

j=1

θ2
j

λ− xj
, где λ 6= xj .

Разложим ее в (конечную) непрерывную дробь:

f(λ) =
1

λ− b1 −
a2
1

λ− b2 −
a2
2

. . .

λ− bN−1 −
a2

N−1

λ− bN

. (C.1)

10Отметим, что как Чебышёв, так и Марков при выводе формальных соот-
ношений пользовались обозначением

P
t

θ2(t)
λ−t

, достаточно свободно, трактуя
в зависимости от контекста в этом выражении знак

P
t и как знак суммиро-

вания для t = xj и j = 1, 2, . . . , N с весом θ2
j = θ2(xj), и как знак интегриро-

вания при t ∈ [a, b] b R с весовой функцией θ2(t).
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Тогда n-я подходящая дробь Pn/On, n = 1, . . . , N ,

Pn

Qn
(λ) =

1

λ− b1 −
a2
1

λ− b2 −
a2
2

. . .

λ− bn−1 −
a2

n−1

λ− bn

к непрерывной дроби (C.1) обладает следующим характеристиче-
ским свойством в классе Rn рациональных дробей вида r = p/q,
где deg p, deg q 6 n, q 6≡ 0:

f(λ)− Pn

Qn
(λ) = O

(
1

λ2n+1

)
, λ →∞. (C.2)

Многочлены Qn имеют степень ровно n, удовлетворяют условиям
ортогональности с весами {θ2

j}j=1,...,N :

N∑
j=1

Qn(xj)xk
j θ2

j = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

нормировкой Qn(λ) = λn + · · · определены однозначно и удовле-
творяют следующим трехчленным рекуррентным соотношениям:

Qn(λ) = (λ− bn)Qn−1(λ)− a2
n−1Qn−2(λ), n = 2, 3, · · · , N,

Q0(λ) ≡ 1, Q1(λ) = λ− b1.
(C.3)

Многочлены Pn – степени n − 1, определяются непосредственно
по Qn:

Pn(λ) =
N∑

j=1

Qn(λ)−Qn(xj)
λ− xj

θ2
j (C.4)

и называются многочленами второго рода.
Пусть qn(λ) = knQn(λ) = knλn + · · · , kn > 0, n = 0, 1, . . . , N , –

соответствующие узлам {xj , θ
2
j}j=1,...,N ортонормированные мно-

гочлены:
N∑

j=1

qn(xj)qm(xj) θ2
j = δnm.
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Для них выполняется следующее трехчленное рекуррентное со-
отношение:

anqn(λ) = (λ− bn)qn−1(λ)− an−1qn−2(λ), (C.5)

где n = 2, 3, . . . , N , q0(λ) ≡ 1, a1q1(λ) = λ − b1. В [1] Чебышёв
сопоставил функции F ее “разложение” по ортонормированной
системе {qn(λ)}N

n=0:

F (λ) ∼
N∑

k=1

Akqk(λ), Ak = Ak(F ) =
N∑

j=1

F (xj)qk(xj) θ2
j . (C.6)

Тем самым, Ak(F ) есть фактически k-й коэффициент Фурье 11

функции F по системе {qk(x)}N
k=0. Отсюда уже легко следует,

что искомый оптимальный многочлен заданной степени n есть
соответствующая разложению (C.6) n-я частичная сумма

Sn(λ) =
n∑

k=1

Akqk(λ), (C.7)

наименее уклоняющаяся от F в среднем квадратичном с заданны-
ми весами {θ2(xj)}N

j=1. В [1] Чебышёв нашел и другое подставле-
ние для оптимального многочлена, использующее так называемое
воспроизводящее ядро Сегё. Вместе с тем он особо отмечает, что
найденное им представление (C.7) обладает тем преимуществом,
что при необходимости перейти от приближения степени n к при-
ближению степени n+1 не надо искать заново (n + 1)-й оптималь-
ный многочлен, а нужно лишь к n-му добавить одно слагаемое
An+1qn+1(λ).

11Подчеркнем, что в [1] Чебышёв отмечает аналогию с обычными коэф-
фициентами Фурье совершенно отчетливо.
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