
Ëèñòîê 1. Äèôôåðåíöèàëüíûå êîëüöà

Óïðàæíåíèå 1.1. Äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ïîëîæèòåëüíîé õàðàê-

òåðèñòèêå

(i) Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëåé K ⊂ L è äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ïîëÿ K, íå ïðîäîëæàþùåãîñÿ íà ïîëå L. (Óêàçàíèå:
ðàññìîòðèòå íåñåïàðàáåëüíîå ðàñøèðåíèå.)

(ii) Ïîêàæèòå, ÷òî íà ñîâåðøåííîì ïîëå K ïîëîæèòåëüíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè íåò íåíóëåâûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.

Óïðàæíåíèå 1.2. Íåäèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîëÿ K è ïîäïðîñòðàíñòâà D ⊂ Der(K), äëÿ êî-
òîðîãî [D,D] íå ñîäåðæèòñÿ â D. (Óêàçàíèå: ìèíèìàëüíûé âîçìîæíûé
ñëó÷àé çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñøèðåíèè ïîëåé Q ⊂ K ñòåïåíè òðàíñöåíäåíò-
íîñòè 3.)

Óïðàæíåíèå 1.3. Êîììóòèðóþùèé áàçèñ

Ïóñòü R � ãëàäêàÿ àëãåáðà íàä ïîëåì k, à (R,DR) � äèôôåðåíöè-
àëüíîå êîëüöî, ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîìó èíúåêòèâíîìó îòîáðàæå-
íèþ DR → Derk(R) ñ ïðîåêòèâíûì êîÿäðîì. Äîêàæèòå, ÷òî ëîêàëüíî â
òîïîëîãèè Çàðèññêîãî íà Spec(R) â DR ñóùåñòâóåò êîììóòèðóþùèé áà-
çèñ, ò.å. ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî èäåàëà p ⊂ R ñóùåñòâóåò ýëåìåíò f ∈ R,
äëÿ êîòîðîãî f /∈ p è DR[f−1] ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ìîäóëåì íàä R[f−1] ñ
áàçèñîì ∂1, . . . , ∂n, ïðè÷åì [∂i, ∂j] = 0, 1 6 i, j 6 n. (Óêàçàíèå: äåéñòâóéòå
ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ íàä ïîëåì, à òàêæå
âîñïîëüçóéòåñü ëåììîé Íàêàÿìà.)

Óïðàæíåíèå 1.4. Êîìïëåêñ äå Ðàìà äèôôåðåíöèàëüíîãî êîëü-

öà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî êîëüöà (R,DR) ïîëîæèì
ΩR := D∨R. Ïóñòü îòîáðàæåíèå d : R→ ΩR ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó a ∈ R
R-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ∂ 7→ ∂(a) íà DR, à îòîáðàæåíèå d : ΩR → ∧2RΩR

ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó ω ∈ ΩR R-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

∂1 ∧ ∂2 7−→ ∂1(ω(∂2))− ∂2(ω(∂1))− ω([∂1, ∂2])

íà ∧2RDR.
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(i) Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ d2 : R→ ∧2RΩR îáðàùàåòñÿ â íóëü.

(ii) Äîêàæèòå, ÷òî d ïðîäîëæàåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì äî
äèôôåðåíöèàëà íà ∧•RΩR, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ãðàäóèðî-
âàííàÿ àëãåáðà ∧•RΩR îêàçûâàåòñÿ dg-àëãåáðîé, ò.å. äëÿ ëþ-
áûõ ýëåìåíòîâ ω ∈ ∧iRΩR, η ∈ ∧jRΩR âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
d(ω ∧ η) = d(ω) ∧ η + (−1)iω ∧ d(η). ×åìó ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóåò
îáðàùåíèå â íóëü êîìïîçèöèè d2 : ΩR → ∧3RΩR?

(iii) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî ïðîåêòèâíîãî
R-ìîäóëÿ P èìååòñÿ áèåêöèÿ ìåæäó ñòðóêóðàìè äèôôåðåíöèàëü-
íîãî êîëüöà íà (R,P ) è ñòðóêòóðàìè dg-àëãåáðû íà ãðàäóèðîâàí-
íîé àëãåáðå ∧•R(P∨).

Óïðàæíåíèå 1.5. Ìîðôèçìû äèôôåðåíöèàëüíûõ êîëåö

Ïóñòü (R,DR), (S,DS) � äèôôåðåíöèàëüíûå êîëüöà, ϕ : R→ S � ãî-
ìîìîðôèçì êîëåö, à ϕ∗ΩR → ΩS � ìîðôèçì R-ìîäóëåé.

(i) Ïóñòü ϕ∗ çàäàåò ìîðôèçì äèôôåðåíöèàëüíûõ êîëåö, à èìåííî êîì-
ìóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíòå-
ãðèðóåìîñòè, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

dϕ = ϕd : R −→ ΩS , dϕ∗ = ϕ∗d : ΩR −→ ∧2
RΩR ,

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì êîì-
ïëåêñîâ äå Ðàìà, ò.å. êîììóòèðóåò ñ äèôôåðåíöèàëîì âî âñåõ ñòå-
ïåíÿõ.

(ii) Âûïèøåòå ÿâíî óñëîâèÿ êîììóòèðîâàíèÿ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè
è èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèÿ Dϕ : DS → S ⊗R DR,
äâîéñòâåííîãî ê îòîáðàæåíèþ S ⊗R ΩR → ΩS, ñîîòâåòñòâóþùå-
ìó ϕ∗. (Óêàçàíèå: âûðàçèòå îòâåòû â òåðìèíàõ ðàçëîæåíèé
Dϕ(∂) =

∑
i bi ⊗ ∂i, ãäå ∂ ∈ DS, bi ∈ S, ∂i ∈ DR.)

(iii) Ïîñòðîéòå ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ ϕ∗, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëî-
âèå êîììóòèðîâàíèÿ ñ äèôôåðåíöèðîâàíèÿìè, íî íå âûïîëíåíî
óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè. (Óêàçàíèå: íàïðèìåð, ðàññìîòðèòå ãîìî-
ìîðôèçì R = k[x, y, z]→ S = k[x, y], çàäàííûé ôàêòîðèçàöèåé ïî
èäåàëó (z), ΩR = R · dx+R · dy +R · (1/z)dz, ΩS = S · dx+ S · dy, è
âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ∗ : ΩR → ΩS, äëÿ êîòîðûõ dx 7→ dx,
dy 7→ dy.)
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Óïðàæíåíèå 1.6. Êîíñòàíòû è äèôôåðåíöèàëüíûå èäåàëû

Ïóñòü (R,DR) � äèôôåðåíöèàëüíîå êîëüöî.

(i) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè R ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè, òî RDR ñå-
ïàðàáåëüíî çàìêíóòî â R, ò.å. åñëè äëÿ ýëåìåíòà a ∈ R ñóùåñòâóåò
ìíîãî÷ëåí f ∈ RDR [T ], äëÿ êîòîðîãî f(a) = 0, f ′(a) 6= 0, òî a ∈ RDR .

(ii) Ïóñòü (K,DK) → (R,DR) � ñòðîãèé ìîðôèçì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ êîëåö, ïðè÷åì K ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíò
a ∈ RDR àëãåáðàè÷åí íàä K, òî a òàêæå àëãåáðàè÷åí è íàä KDK .

(iii) Ïóñòü èäåàë I ⊂ R ïîðîæäåí ýëåìåíòàìè ai, i ∈ I, ïðè÷åì äëÿ ëþ-
áîãî ∂ ∈ DR âûïîëíåíî ∂(ai) ∈ I. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà I ÿâëÿåòñÿ
DR-èäåàëîì.

(iv) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà êîíñòàíò ai ∈ RDR , i ∈ I, èäåàë
(ai)i∈I ⊂ R ÿâëÿåòñÿ DR-èäåàëîì.

Óïðàæíåíèå 1.7. Äèôôåðåíöèàëüíûå ïîëÿ êîðàçìåðíîñòè

îäèí

Ïóñòü (K,DK) � äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå,D ⊂ DK � ãèïåðïëîñêîñòü
íàä K, çàäàííàÿ, êàê àííóëÿòîð ýëåìåíòà ω ∈ ΩK .

(i) Ïîêàæèòå, ÷òî (K,D) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì, ò.å.
[D,D] ⊂ D, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà dω ∈ ω ∧ ΩK ⊂ ∧2KΩK èëè,
÷òî ðàâíîñèëüíî, ω ∧ dω = 0 ∈ ∧3KΩK .

(ii) Ïóñòü (K,D) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì ïîëåì è ïóñòü ýëåìåíò
η ∈ Ω1

K òàêîé, ÷òî dω = ω∧η. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýëåìåíò η∧dη ∈ ∧3KΩK

çàìêíóò, à åãî êëàññ â H3
dR(K,DK) íå çàâèñèò îò âûáîðà η. Äàííûé

êëàññ íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòîì Ãîäáèéîíà�Âåÿ äëÿ D.

(iii) Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíò f ∈ K ÿâëÿåòñÿ D-êîíñòàíòîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ω ∧ df = 0.
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