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Введение

Этот спецкурс посвящен одному из интереснейших и интенсивно развиваю-
щихся разделов физики твердого тела — теории топологических диэлектриков.

Почему мы выбрали именно эту тему для нашего спецкурса? Помимо ее зна-
чимости для теоретической физики нас привлекли многочисленные связи этой
науки с различными разделами современной математики. К таким разделам
можно отнести топологию (в особенности, теорию гомотопий), теорию клиф-
фордовых алгебр, К-теорию и некоммутативную геометрию.

Роль топологии в теории твердого тела проявилась, по-видимому впервые,
при исследовании квантового эффекта Холла. Вскоре после его открытия фон
Клитцингом в 1980 году появились работы Лафлина [18] и Таулесса с соавтора-
ми [25], предложившие топологическое объяснение этого эффекта. (Подробнее
об этом см. обзор [23].)

С физической точки зрения топологическая инвариантность эквивалентна
адиабатической устойчивости. Топологические диэлектрики характеризуются
наличием энергетической щели, устойчивой к малым деформациям, что и слу-
жит основанием для использования топологических методов при их изучении.

Ключевую роль при исследовании топологических объектов в теории твердо-
го тела играют их группы симметрий. Эти группы будут подробно рассмотрены
в курсе, здесь отметим только, что имеются три основных типа таких симмет-
рий. Это симметрия относительно обращения времени (которой мы уделяем
особое внимание), симметрия сохранения числа частиц (или зарядовая сим-
метрия) и PH-симметрия (симметрия между частицами и дырками). Исходя
из описания возможных групп симметрий, Китаев [17] предложил классифи-
кацию топологических диэлектриков и сверхпроводников, которую мы также
подробно рассмотрим в нашем курсе.

1. Теория Блоха

1.1. Одночастичный оператор Шредингера. Теория Блоха (см. [2], [20])
описывает свойства твердых тел, обладающих кристаллической решеткой, на-
зываемой решеткой Браве. С математической точки зрения это дискретная абе-
лева группа Γ в пространстве Rd с d = 2 или d = 3, изоморфная Zd. Группа Γ
действует на Rd трансляциями Tγ на векторы γ ∈ Γ.

Поведение свободных электронов в твердом теле определяется одночастич-
ным уравнением Шредингера

(1) Hψ := (−∆+ V )ψ = Eψ

с потенциалом V , периодическим относительно действия Γ. В дальнейшем пред-
полагается, что V есть ограниченная измеримая функция. Введенный оператор
H коммутирует со всеми операторами Tγ.
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Обозначим через Γ′ двойственную решетку в импульсном пространстве (Rd)′,
которая определяется следующим образом:

Γ′ = {k ∈ (Rd)′ : k · γ ∈ 2πZ для любых γ ∈ Γ}.
Фундаментальная область (единичная клетка)MΓ′ решетки Γ′ называется зоной
Бриллюэна Brd.

Функции, инвариантные относительно Γ, можно рассматривать как функции
на торе Td = R/Γ. Обозначим через H0 гильбертово пространство

(2) H0 = L2(Td) = L2(Rd/Γ)

относительно меры на Rd/Γ, индуцированной лебеговой мерой dx на Rd. Экс-
понента ek := eik·x принадлежит H0, если k ∈ Γ′. Более того, такие функции
образуют ортонормированный базис в пространстве H0.

Гладкие функции вида

ψ(x) = eik·xφ(x), x ∈ Rd,

с вектором k, принадлежащим зоне Бриллюэна Brd, и функцией φ ∈ C∞(Rd/Γ),
называются блоховскими, а вектор k – квазиимпульсом. Пространство блохов-
ских функций с квазиимпульсом k обозначается через Lk. Эквивалентно, можно
определить пространство Lk блоховских функций как

Lk = {ψ|inC∞(Rd) : ψ ◦ Tγ = eik·γψ для любого γ ∈ Γ}.
Оператор Шредингера (1) действует на блоховские функции по правилу

(3) H
(
eik·xφ(x)

)
= eik·xHkφ(x).

Оператор Hk, называемый эффективным или блоховским гамильтонианом,
имеет вид

Hkφ = (
1

i
∇+ k)2φ+ V φ.

Он отображает пространство C∞(Rd/Γ) в себя, поэтому из формулы (3) следует,
что исходный оператор Шредингера H = H0 отображает пространство блохов-
ских функций с квазиимпульсом k в себя. Если обозначить через Ik оператор
умножения на eik·x, то формулу (3) можно будет переписать в виде

I−1
k HIk = Hk

откуда
H|Lk

= Ik ◦Hk|L0 ◦ I−1
k ,

так что исследование оператора H|Lk
сводится к изучению оператора Hk|L0 .

Обозначим через H(k) замыкание оператора Hk|L0 в пространстве H0. Область
определения этого оператора совпадает с подпространством

D =

{
φ : φ(x) =

∑
γ′∈Γ′

φγ′ei(γ
′·x),

∑
γ′∈Γ′

(1 + |γ′|2)2|φγ′ |2 <∞

}
.

Это подпространство можно отождествить с соболевским пространствомH2(Rd/Γ)
и задать скалярное произведение на нем посредством

∥φ∥22 = VΓ
∑
γ′∈Γ′

(1 + |γ′|2)2|φγ′ |2,

где VΓ есть объем фундаментальной области MΓ решетки Γ.
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Спектр оператора H(k) является дискретным, а собственные функции φm(k)
этого оператора, являющиеся решениями уравнения

(4) H(k)φm(k) = Em(k)φm(k),

образуют полную ортогональную систему в гильбертовом пространстве H0. До-
казательства этих утверждений можно найти в книге [7] (лемма 5.2).

Совокупность всех электронных уровней, отвечающих функции Em(k) с фик-
сированным m, называется энергетической зоной. Таким образом, собственные
функции Em(k) определяют зонную структуру твердого тела.

Основное состояние системы из n блоховских электронов имеет следующую
структуру. Имеется некоторое число p полностью заполненных одно-электронных
уровней с энергией, не превосходящей величины EF , называемой энергией Фер-
ми. Выше лежат n−p пустых (не заполненных) уровней. Зазор между верхним
заполненным и нижним пустым уровнем называется энергетической щелью
или запрещенной зоной. Твердые тела, обладающие широкой энергетической
щелью, устойчивой относительно малых деформаций, называются диэлектри-
ками или изоляторами.

Блоховские функции

(5) ψm,k(x) = eik·xφm,k(x),

являются собственными функциями исходного оператора Шредингера H.
Построим ортогональное разложение исходного пространства L2(Rd) по бло-

ховским функциям. Обозначим через f̃ преобразование Фурье функции f ∈
S(Rd), где S(Rd) – пространство Шварца быстро убывающих функций на Rd.
Тогда

f̃(ξ) =
1

(2π)d/2

∫
Rd

e−iξ·xf(x)dx,

так что

f(x) =
1

(2π)d/2

∫
(Rd)′

eiξ·xf̃(ξ)dξ.

Разложим интеграл в правой части по клеткам, являющимся сдвигами зоны
Бриллюэна:

f(x) =
1

(2π)d/2

∑
γ′∈Γ′

∫
γ′+Brd

eiξ·xf̃(ξ)dξ =

=
1

(2π)d/2

∑
γ′∈Γ′

∫
Brd

ei(k+γ′)·xf̃(k + γ′)dk =

=
1

(2π)d/2

∫
Brd

[∑
γ′∈Γ′

ei(k+γ′)·xf̃(k + γ′)

]
dk.

Введем функцию

fk(x) =
1

(2π)d/2

∑
γ′∈Γ′

ei(k+γ′)·xf̃(k + γ′).

Она принадлежит Lk и

f(x) =

∫
Brd

fk(x)dk.
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Полученное разложение в интеграл по блоховским функциям является ортого-
нальным, т.е. выполняется равенство Парсеваля. Действительно

(6)
∫
Rd

|f(x)|2dx =

∫
(Rd)′

|f̃(ξ)|2dξ =
∑
γ′∈Γ′

∫
Brd

|f̃(k + γ′)|2dk =

=

∫
Brd

[∑
γ′∈Γ′

|f̃(k + γ′)|2
]
dk.

Заметим, что функции {V −1/2
Γ eiγ

′·x}γ′∈Γ′ , где VΓ есть объемMΓ, образуют полную
ортонормированную систему на MΓ = Rd/Γ.

Применяя формулу Парсеваля к ортогональному разложению

e−ik·xf(x) =
1

(2π)d/2

∑
γ′∈Γ′

eiγ
′·xf̃(k + γ′),

получим

(7)
1

(2π)d

∑
γ′∈Γ′

|f̃(k + γ′)|2 = 1

VΓ

∫
MΓ

|fk(x)|2dx.

Подставляя это выражение в формулу (6), получим искомую формулу Парсе-
валя ∫

Rd

|f(x)|2dx =
(2π)d

VΓ

∫
MΓ

∫
Brd

|fk(x)|2dxdk.

Последнюю формулу можно переписать, пользуясь соотношением VΓ · VΓ′ =
(2π)d, в виде ∫

Rd

|f(x)|2dx = VΓ′

∫
MΓ

∫
Brd

|fk(x)|2dxdk.

Явное выражение для функции fk(x) в терминах решетки Γ имеет вид

(8) fk(x) =
1

VΓ′

∑
γ∈Γ

e−ik·γf(x+ γ).

Продолжим теперь построенное представление функций f ∈ S(Rd) на про-
извольные функции из L2(Rd). Для этого введем пространство Hk, являю-
щееся пополнением пространства Lk по норме, определяемой изоморфизмом
Ik : L0 → Lk, так что Ik продолжается до изометрии Ik : H0 → Hk.

Рассмотрим гильбертово векторное расслоение π : H → Brd, слоем которого
над точкой k ∈ Brd является гильбертово пространство Hk. Обозначим через
H = L2(H) гильбертово пространство его квадратично интегрируемых сечений
со скалярным произведением

(s1, s2) =

∫
Brd

(s1(k), s2(k))dk,

где (s1(k), s2(k)) – скалярное произведение в Hk. Пространство H является пря-
мым интегралом гильбертовых пространств Hk по пространству Brd с мерой
dk. Заметим, что в физических работах гильбертово расслоение H часто отож-
дествляется с гильбертовым пространством H квадратично интегрируемых се-
чений H.
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Определяемое формулой (8) отображение

f 7−→ { 1√
VΓ′

∑
γ∈Γ

e−ik·γf(x+ γ)}k∈Brd

продолжается до унитарного оператора

U : L2(Rd) −→ H.
Обратное отображение задается формулой

{fk(x)}k∈Brd 7−→
1√
VΓ′

∫
Brd

fk(x)dk.

1.2. Многочастичный случай. Фермионное фоковское пространство.
Многочастичный случай описывается в терминах фермионного фоковского про-
странства над гильбертовым пространством F . Оно определяется как попол-
нение

F = Λ(F ) =
⊕
p

Λp(F ),

где Λp(F ) – подпространство p-частичных состояний вида

Λp(F ) = span{v1 ∧ . . . ∧ vp, vj ∈ F}.
Скалярное произведение (· , ·) в F продолжается естественным образом до

скалярного произведения на Λ(F ). А именно, на мономах v1∧. . .∧vp одинаковой
степени оно задается формулой

(v1 ∧ . . . ∧ vp, v′1 ∧ . . . ∧ v′p) :=
∑
σ

(−1)sgnσ(v1, v
′
i1
) · . . . · (vp, v′ip),

где суммирование ведется по всем перестановкам σ = {i1, . . . , ip} множества
{1, . . . , p}, а sgnσ обозначает четность перестановки σ (скалярное произведение
мономов разных степеней полагается равным нулю). Указанное скалярное про-
изведение на мономах продолжается затем по линейности на всю алгебру Λ(F ).
Фермионное фоковское пространство является пополнением алгебры Λ(F ) по
введенной норме. Впрочем, в дальнейшем предполагается, что общее число со-
стояний конечно, поэтому необходимости в пополнении возникать не будет.

Ортонормированный базис пространства Λp(F ) задается элементами вида
1

p!
{fi1 ∧ . . . ∧ fip}, i1 < . . . < ip,

где {fi} – ортонормированный базис F . Объединение этих базисов по всем p
дает ортонормированный базис Λ(F ) и, тем самым, всего пространства F .

1.3. Операторы в фоковском пространстве. Введем оператор a†i рожде-
ния частицы в состоянии fi, задаваемый внешним умножением на вектор fi.
Эрмитово сопряженный к нему оператор ai уничтожения частицы в состоя-
нии fi задается внутренним умножением на двойственный вектор f ′

i ∈ F ′. Эти
операторы удовлетворяют стандартным антикоммутационным соотношениям

a†ia
†
j + a†ja

†
i = 0, aiaj + ajai = 0

и

a†iaj + aja
†
i =

{
1 при i = j ,

0 при i ̸= j .
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Любой одночастичный линейный оператор O : F → F продолжается до ли-
нейного оператора Ô : F → F по формуле

Ô
(
vi1 ∧ . . . ∧ vip

)
= (Ovi1) ∧ . . . ∧ (Ovip)

на мономах, а затем продолжается по линейности на всю алгеру Λ(F ) (напом-
ним, что число состояний здесь и далее мы считаем конечным). В терминах
операторов рождения и уничтожения этот оператор можно записать в виде

Ô =
∑
ij

Oija
†
iaj.

Применим теперь описанную конструкцию к интересующему нас гамильто-
ниануH. Рассмотрим ортонормированный базис {φm(k)} собственных функций
оператора H(k), являющихся решениями уравнения

H(k)φm(k) = Em(k)φm(k).

Обозначим через a†m(k), am(k) операторы рождения и уничтожения в простран-
стве Hk, построенные по этому базису. Оператор a†m(k) (соотв. am(k)) отвечает
рождению (соотв. уничтожению) частицы с энергией Em(k) в собственном со-
стоянии φm(k). Оператор Ĥ в этом базисе записывается в виде

(9) Ĥ =
∑
m

∫
Brd

H(k)a†m(k)am(k)dk.

Предположим, что общее число уровней энергии равно n≫ 1, а сами уровни
упорядочены по возрастанию, т.е. El(k) ≤ Em(k) при l < m. Тогда основное
состояние Φ ∈ F описывается следующим образом: все уровни от 1-го до p-го,
расположенные ниже энергетической щели, заполнены, а уровни от (p + 1)-го
до n-го, расположенные выше энергетической щели, пусты. В терминах фоков-
ского пространства основное состояние Φ = Φ(k) ∈ F оператора Ĥ задается
формулой

Φ(k) = a†1(k) . . . a
†
p(k)φ0,

где φ0 ∈ Λ0(H0 = C) – вакуум.
Основное состояние можно также описать в терминах обобщенных операто-

ров уничтожения

cm(k) =

{
am(k), при m > p

a†m(−k), при m ≤ p

и сопряженных к ним обобщенных операторов рождения c†m(k). Операторы
cm(k) аннигилируют основное состояние и вместе с операторами c†m(k) удовле-
творяют антикоммутационным соотношениям вида

c†m(k)c
†
l (k

′) + c†l (k
′)c†m(k) = 0,

cm(k)cl(k
′) + cl(k

′)cm(k) = 0,

c†m(k)cl(k
′) + cl(k

′)c†m(k) = δmlδkk′ .

Предположим теперь, что энергия Ферми EF находится на уровне 0, так что
Em(k) < 0 при m ≤ p и Em(k) > 0 при m > p. Тогда в терминах введенных
операторов c†m(k), cm(k) гамильтониан Ĥ запишется в виде

Ĥ =
∑
m

∫
Brd

|Em(k)| c†m(k)cm(k)dk.
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Отсюда ясно, что состояние в F является основным для Ĥ, если оно анни-
гилируется всеми операторами cm(k). Квазичастичные возбуждения задаются
композициями операторов вида c†m(k)Φ(k), отвечающими рождению частиц при
m > p или дырок при m ≤ p.

Обозначим через Wk (2n)-мерное векторное подпространство линейных опе-
раторов, порождаемое введенными операторами c†m(k), cm(k).

Wk = span{c1(k), . . . , cn(k), c†1(−k), . . . , c†n(−k)}.
Указанное пространство изоморфно прямой сумме Hk ⊕H−k, так что все про-
странство Намбу H∗⊕H является прямым интегралом пространств Hk⊕H−k.

Рассмотрим пространство Намбу H∗ ⊕ H более подробно. Имеется канони-
ческий изоморфизм H → H∗, сопоставляющий вектору v ∈ H двойственный
вектор v′ ∈ H∗. Пользуясь этим изоморфизмом на подпространстве H ⊂ H∗⊕H
и обратным к нему отображением на подпространстве H∗ ⊂ H∗ → H, построим
анти-линейное отображение

γ : H∗ ⊕H → H∗ ⊕H,
квадрат которого равен 1: γ2 = 1. Сужение этого отображения на Wk является
отображением γ : Wk → W−k, которое задается формулой∑

m

[
αmcm(k) + βmc

†
m(−k)

]
7−→

∑
m

[
ᾱmc

†
m(k) + β̄mcm(−k)

]
.

Антикоммутатор {· , ·} на H∗ ⊕H задает спаривание

{· , ·} : (H∗ ⊕H)⊗ (H∗ ⊕H) −→ C,
которое спускается до спаривания

{· , ·} : Wk ⊗W−k → C.
Композиция этого спаривания с отображением γ задает естественное скалярное
произведение на Wk:

⟨w,w′⟩ := {γw,w′}.
Отображение γ относительно этого скалярного произведения является анти-
унитарным.

Вернемся к аннигиляторам основного состояния и рассмотрим подпростран-
ство

V (k) = span{c1(k), . . . , cn(k)} ⊂ Wk.

Тогда выполняется соотношение

{V (k), V (−k)} = 0.

Относительно введенного скалярного произведения

V (k) = V pol(k)⊕ V hol(k),

где

V pol(k) = span{cp+1(k), . . . , cn(k)} V hol(k) = span{c1(k), . . . , cp(k)}.
Тем самым, операторы из V polp(k) ⊂ H∗

k уничтожают частицы, а операторы из
V hol(k) ⊂ H−k уничтожают дырки (т.е. рождают частицы).

Для того, чтобы учесть внутренние степени свободы (такие как спин), заме-
ним пространство H0 на пространство

(10) HN
0 = L2(Td)⊗ CN = L2(Rd/Γ)⊗ CN .
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Тогда гильбертово пространство H = L2(H) заменится на H = L2(H)⊗ CN , со-
стоящее из квадратично интегрируемых сечений s(k) = (s1(k), . . . , sN(k)) рас-
слоения H⊗CN . Оно описывает частицы с N внутренними степенями свободы.

Все сказанное выше непосредственно переносится на этот случай. А именно,
фиксируем ортонормированный базис пространства CN , образованный векто-
рами ε1, . . . , εN , и рассмотрим ортонормированный базис собственных функций
{φα

m} оператора H(k), действующего в пространстве HN
k . Оператор рождения

a †α,m (k) будет отвечать рождению частицы в состоянии φα
m, а оператор уни-

чтожения aα,m(k) уничтожению частицы в состоянии φα
m.

1.4. Сверхпроводники. Известно, что при низких температурах, близких к
абсолютному нулю, многие металлы ведут себя как сверхпроводники. Иными
словами, электрический ток течет по ним, практически не испытывая сопро-
тивления. Согласно современной теории происходит это из-за того, что при та-
ких температурах свободным электронам становится энергетически выгодным
объединяться попарно, образуя так называемые куперовские пары. В отличие
от фермионных электронов, эти квазичастицы являются бозонами с нулевым
спином и удвоенным электрическим зарядом. Именно ток этих квазичастиц яв-
ляется сверхпроводящим.

Для описания возникающей ситуации введем гамильтониан Ĥ, обобщающий
гамильтониан (9) из предыдущего параграфа

(11) Ĥ =

∫
Brd

∑
i,j

{
Hij(k)a

†
i (k)aj(k)+ +∆ij(k)a

†
i (k)a

†
j(−k)+

+ ∆ij(k)aj(−k)ai(k)
}
dk.

Этот гамильтониан по-прежнему коммутирует с трансляциями T̂γ. Наличие в
нем дополнительных членов позволяет описывать сверхпроводники в терминах
операторов рождения и уничтожения куперовских пар.

Так же, как в предыдущем параграфе, оператор Ĥ можно записать в терми-
нах операторов c†m(k), cm(k) и ввести аннигиляторное подпространство V (k).

Будем называть квазичастичным расслоением комплексное векторное рас-
слоение ρ : V → Brd, слоями которого являются аннигиляторные подпростран-
ства

ρ−1(k) = V (k) ⊂ Wk.

Напомним, что для них выполняются соотношения: {V (k), V (−k)} = 0.
Указанное расслоение можно также определить в терминах грассманиана

Grn(C2n). Для этого введем на нем инволюцию τ0, сопоставляющую подпро-
странству V ∈ Grn(C2n) его ортогональное дополнение:

V ⊥ = {v ∈ C2n : {v, v′} = 0 для всех v′ ∈ V }.

В этих терминах квазичастичное расслоение можно определить как непрерыв-
ное соответствие

ν : Brd −→ Grn(C2n), k 7−→ V (k),

удовлетворяющее условию: V (−k) = τ0(V (k)). Если обозначить через τ инво-
люцию на Brd, задаваемую формулой: τ(k) = −k, то последнее соотношение
можно переписать в виде: ν ◦ τ = τ0 ◦ ν.
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По аналогии с блоховским гамильтонианом H(k) : Hk → Hk можно ввести
гамильтониан

(12) Ĥ =

∫
Brd

(a†(k), a(−k))
(

1
2
H(k) ∆(k)
∆†(k) −1

2
H(−k)t

)(
a(k)
a†(−k)

)
dk,

где (a†(k), a(−k)) = (a†1(k), . . . , a
†
n(k), a1(−k), . . . , an(−k)), а индекс t означает

транспонирование. Матричный гамильтониан в середине этой формулы назы-
вается гамильтонианом Боголюбова–де Жена HBdG(k). Он задает эндоморфизм
пространства Wk, подчиненный условию: ∆(k) = −∆(−k)t.

Для того чтобы найти аннигиляторы cm(k) основного состояния достаточно
диагонализовать гамильтониан Боголюбова–де Жена, после чего гамильтониан
Ĥ запишется в виде

Ĥ =

1

2

∫
Brd

(c†(k), c(−k))
(

diag(|Em(k)|) 0
0 diag(−|Em(−k)|)

)(
c(k)
c†(−k)

)
dk.
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