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1. Классификация гамильтонианов

Нашей целью является классификация гамильтонианов вида

(1)
∑
i,j

(Aija
†
iaj +Bijaiaj +B∗ija

†
ja
†
i ),

где a†i , aj – фермионные операторы рождения и уничтожения, а
матричные коэффициенты удовлетворяют соотношениями: Aij =
A∗ji, Bij = −Bji. Предположим, что они обладают широкой энер-
гетической целью. Спрашивается, когда можно продеформировать
один из гамильтонианов указанного вида в другой с сохранением
щели?

Прежде, чем мы перейдем к решению этой задачи, остановим-
ся более подробно на представлении Намбу, которое будет играть
важную роль в решении поставленной задачи.

1.1. Представление Намбу. Пусть V есть N -мерное комплекс-
ное гильбертово пространство, наделенное эрмитовым скалярным
произведением 〈· , 〉. Обозначим через F = Λ(V ) 2N -мерное фоков-
ское фермионное пространство над V . Рассмотрим пространство
Q бесследовых квадратичных гамильтонианов вида (1). Это про-
странство замкнуто относительно операции скобки вида: [X, Y ]i =
i(XY − Y X).

Обозначим через W = V ⊕ V ∗ комплексное линейное вектор-
ное пространство Намбу и рассмотрим представление α этого про-
странства в фоковском пространстве F , задаваемое формулой

(2) α(v1 + 〈v2, ·〉) = α†v1 + αv2 ,

где α†v есть внешнее умножение на v ∈ V , а αv – внутреннее умно-
жение на 〈v, ·〉.

Если X ∈ Q, то для любого w ∈ W найдется w′ ∈ W такое, что

[X,α(w)]i = α(w′).

Отображение w 7→ w′ является C-линейным, поэтому оно задается
некоторым комплексным линейным оператором XN : W → W та-
ким, что XN(w) = w′ (обозначение XN означает здесь и далее, что
оператор XN действует в пространстве Намбу W ). Отображение
X 7→ XN является представлением алгебры Ли Q в W .
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Представление Намбу является полезным при квантовании си-
стем с несохранением числа частиц, таких как сверхпроводники.
Эволюция подобных систем задается уравнением вида

ẇ = iHNw

и его продолжением на фоковское пространство F , где HN есть
представление гамильтониана H в пространстве Намбу. При этом
состояние w = v1 + 〈v2, ·〉 можно интерпретировать как суперпози-
цию частицы в состоянии v1 и дырки в состоянии v2.

Опишем групповую структуру пространства Намбу. ПустьG есть
группа симметрий, действующая на F унитарными или антиуни-
тарными операторами. Будем говорить, что такой оператор A яв-
ляется Q-совместимым, если AQA−1 = Q. Обозначим через G0

подгруппу G, действующую на F унитарными операторами.
Введем далее подгруппу K унитарной группы U(F), состоящую

из экспоненциальных образов операторов из Q, т.е.

(3) K = {exp(iXF ) : XF ∈ Q}.

Тогда множество Q-совместимых унитарных операторов будет сов-
падать с нормализатором K в группе U(F).

Кроме того, рассмотрим подгруппу Kc в U(F), состоящую из эле-
ментов вида

(4) Kc = {exp(iXF + ic) : XF ∈ Q, c ∈ R}.

Ее можно отождествить с группой внутренних автоморфизмов K
в группе U(F). Можно показать, что множество внешних автомор-
физмов при N > 4 совпадает с Z2. Таким образом, существует
единственный нетривиальный внешний автоморфизм K, который
можно построить явным образом (см. [1]).

Опишем теперь вещественную структуру на пространстве Намбу
W . Она задается антилинейной инволюцией C : W → W , которая
действует на V по формуле

C(v) = 〈v, ·〉 ∈ V ∗,

а ее действие на V ∗ определяется соотношением C2 = 1. В терминах
оператора α(w) оператор C можно определить соотношением

{α(w1), α(w2)} = 2〈C(w1), w2〉,

из которого следует инвариантность C относительно симметрий.
Обозначим через WR подпространство W вида

WR = {w ∈ W : C(w) = w}.
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Это 2N -мерное вещественное векторное подпространство в W с
нормой, индуцируемой полуторалинейной формой на W . Тогда Q-
совместимые унитарные операторы будут отвечать изометриямWR.

1.2. Изотипное разложение пространства Намбу. Стандарт-
ные определения, относящихся к изотипным разложениям, можно
найти в книге [10].

Комплексные унитарные представления компактной группы до-
пускают единственное изотипное разложение. В случае группы
G0, действующей в пространстве Намбу W , оно имеет вид

(5) W =
⊕
λ

WC
λ ,

где суммирование ведется по элементам λ множества Ĝ0 классов
неприводимых унитарных представлений группы G0. Это множе-
ство состоит из счетного числа изолированных точек. Будем гово-
рить, что представление имеет тип λ, если оно принадлежит классу
эквивалентности λ ∈ Ĝ0. В каждом блоке можно выбрать предста-
вителя RC

λ , являющегося неприводимым унитарным представлени-
ем типа λ.

Блок WC
λ представляется в виде

(6) WC
λ = RC

λ ⊗C HomG0(R
C
λ ,W ),

где пространство HomG0(R
C
λ ,W ), состоящее из G0-эквивариантных

гомоморфизмов, называется пространством кратностей представ-
ления RC

λ , а его размерность – кратностью RC
λ .

Аналогом пространства Ĝ0 в вещественном случае является мно-
жество ĜR

0 классов эквивалентности вещественных неприводимых
представлений группы G0, являющееся фактором Ĝ0 по действию
комплексного сопряжения.

Изотипное разложение пространстваWR в этом случае имеет вид

WR =
⊕
λ

Wλ,

где суммирование ведется по элементам λ множества ĜR
0 , а блоки

Wλ имеют вид
Wλ = Rλ ⊗Fλ

Eλ,

где Eλ = HomG0(Rλ,WR) есть пространство кратностей веществен-
ного неприводимого представления Rλ типа λ, а Fλ – множество
сплетающих операторов Rλ, т.е. Fλ = HomG0(Rλ, Rλ). По лемме
Шура Fλ совпадает либо с R, либо с C, либо с H.
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Действие оператора iHN задается формулой

(7) iHN =
⊕
λ

1⊗Fλ
hλ,

где λ ∈ ĜR
0 , hλ – гомоморфизм Eλ → Eλ.

1.3. Классификация гамильтонианов. В предыдущем парагра-
фе мы описали изотипные разложения пространства Намбу для
группы унитарных симметрийG0. Имеется параллельная конструк-
ция изотипных разложений для анти-унитарных симметрий, изло-
женная в [1].

Перейдем к задаче классификации гамильтонианов на WR. При
этом будем рассматривать ситуацию, охватывающую оба типа сим-
метрий. А именно будем предполагать, что у нас имеется компакт-
ная группа K, действующая в WR. В ней выделена подгруппа K0,
которая либо совпадает с K, либо является в ней подгруппой ин-
декса 2. В последнем случае обозначим через K1 дополнение к K0

в K.
Обозначим через S пространство операторов вида iHN , действу-

ющих в WR, которые коммутируют с действием K0 и антикомму-
тируют с действием K1. Мы также предполагаем, что точка 0 не
принадлежит спектру iHN , т.е. операторы из S имеют энергетиче-
скую щель на нулевом уровне энергии.

Для того, чтобы установить гомотопический тип оператора iHN ,
рассмотрим его непрерывную деформацию в пределах S, "уплоща-
ющую" спектр, сводя его к двум точкам {+i,−i}.

Более конкретно, рассмотрим гомотопию y(z, t) : C × [0, 1] → C
вида

y(z, t) = (1− t)z + itsgn(Im z).

Так как оператор iHN является нормальным, то корректно опреде-
лена операторно-значная функцию O(t) := y(iHN , t), которая сов-
падает при t = 0 c iHN . Обозначим через H̃N оператор O(1), спектр
которого состоит из точек ±i, а через S̃ пространство операторов
вида iH̃N . Это пространство является деформационным ретрактом
S.

Оператор iH̃N допускает изотипное разложение вида

(8) iH̃N =
⊕
λ

1⊗Fλ
h̃λ,

аналогичное (7). Операторы h̃λ : Eλ → Eλ обладают следующими
тремя свойствами:

(1) h̃2λ = −1;
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(2) операторы h̃λ коммутируют со скалярами f ∈ Fλ;
(3) операторы h̃λ антикоммутируют с элементами группы K1.

В соответствии с разложением (??) будем иметь

S̃ =
∏
λ

S̃λ,

где S̃λ – пространство операторов h̃λ, удовлетворяющих выписан-
ным выше условиям.

Тем самым, исследование гамильтонианов iHN сводится к опи-
санию гамильтонианов iH̃N , действующих в пространствах S̃λ. На-
ложенные выше условия на изотипные разложения этих гамильто-
нианов, полностью определяют структуру пространств кратностей
Eλ и отвечающих им пространств S̃λ. Все возникающие ситуации
связаны с 10 различными алгебрами Клиффорда и их продолже-
ниями с помощью гомоморфизмов h̃λ. Их явное описание можно
найти в статье [1]. Укажем только, что имеется три класса, для
которых пространства S̃λ и отвечающие им пространства Eλ вы-
глядят следующим образом:

(1) S̃λ совпадает с одной из групп O(k), U(k), Sp(k), которым
отвечают пространства Eλ, равные R2k, C2k, H2k соответ-
ственно;

(2) S̃λ совпадает с одним из грассманианов

k⋃
m=0

O(k)/ (O(m)×O(k −m)) ,

k⋃
m=0

U(k)/ (U(m)× U(k −m)) ,

k⋃
m=0

Sp(k)/ (Sp(m)× Sp(k −m)) ,

;
(3) S̃λ совпадает с одним из однородных пространств

O(2k)/U(k), Sp(k)/U(k), U(k)/O(k), U(2k)/Sp(k),

которым отвечают пространства Eλ, равные R2k, Hk, Hk, R4k

соответственно.

Это завершает гомотопическую классификацию гамильтонианов.
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