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1. Лекция II. Фоковское пространство

1.1. Фермионное фоковское пространство. Многочастичные системы опи-
сываются в терминах фермионного фоковского пространства. Пусть F есть ком-
плексное гильбертово пространство. Фермионное фоковское пространство F
над F определяется как пополнение

F = Λ(F ) =
⊕
p

Λp(F )

внешней алгебры Λ(F ) пространства F , являющейся прямой суммой подпро-
странств Λp(F ) p-частичных состояний вида

Λp(F ) = span{v1 ∧ . . . ∧ vp, vj ∈ F}.
Скалярное произведение (· , ·) в F продолжается естественным образом до

скалярного произведения на Λ(F ). А именно, на мономах v1∧. . .∧vp одинаковой
степени оно полагается равным

(v1 ∧ . . . ∧ vp, v′1 ∧ . . . ∧ v′p) :=
∑
σ

(−1)sgnσ(v1, v
′
i1

) · . . . · (vp, v′ip),

где суммирование ведется по всем перестановкам σ = {i1, . . . , ip} множества
{1, . . . , p}, а sgnσ обозначает четность перестановки σ (скалярное произведение
мономов разной степени полагается равным нулю). Скалярное произведение на
мономах продолжается по линейности на всю внешнюю алгебру Λ(F ). Ферми-
онное фоковское пространство F является пополнением алгебры Λ(F ) по норме,
определяемой введенным скалярным произведением.

Введем оператор a†i рождения частицы в состоянии fi, задаваемый внеш-
ним умножением на вектор fi. Эрмитово сопряженный к нему оператор ai
уничтожения частицы в состоянии fi задается внутренним умножением на
двойственный вектор f ′i ∈ F ′. Эти операторы удовлетворяют стандартным ан-
тикоммутационным соотношениям

a†ia
†
j + a†ja

†
i = 0, aiaj + ajai = 0

и

a†iaj + aja
†
i =

{
1 при i = j

0 при i 6= j

Любой одночастичный линейный оператор O : F → F продолжается до ли-
нейного оператора Ô : F → F по формуле

Ô
(
vi1 ∧ . . . ∧ vip

)
= (Ovi1) ∧ . . . ∧ (Ovip)

на мономах с последующим продолжением по линейности на всю алгебру Λ(F )
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с последующим замыканием до оператора на F = Λ(F ).

1.2. Фермионное фоковское пространство твердого тела. Конкретизи-
руем теперь приведенную конструкцию фермионного фоковского пространства
в случае электронов в твердом теле.

Напомним, что основное состояние в этой модели характеризуется наличи-
ем заполненных одноэлектронных уровней с энергиями ниже уровня энергии
Ферми EF и пустых одноэлектронных уровней с энергиями выше EF . Обозна-
чим через V− гильбертово пространство, порожденное состояниями с энергия-
ми ниже EF , а через V+ гильбертово пространство, порожденное состояниями
с энергиями выше EF .

Рассмотрим теперь в качестве гильбертова пространства F из предыдущего
параграфа пространство V+ ⊕V∗− со скалярным произведением 〈·|·〉, индуциро-
ванным скалярными произведениями на V+ и пространстве V∗−, двойственном
к V−.

Внешняя алгебра Λ(F ) имеет в рассматриваемом случае двойную градуиров-
ку

Λ(V+ ⊕ V∗−) =
⊕
p,q≥0

Λp,q,

где
Λp,q = Λp(V+)⊗ Λq(V∗−).

С физической точки зрения p есть число одночастичных возбуждений основ-
ного состояния, т.е. число заполненных уровней проводимости. Тогда как q есть
число однодырочных возбуждений основного состояния, т.е. число освобожден-
ных уровней валентности.
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